
4. Vek toren als Positionen, Richtungen

und Farb en

Bei der Berechnung von Beleuchtungsmo dellen werden wir viele Vektoren verwenden. Posi-
tionen, Richtungen und Farb en spielen dab ei eine wesentliche Rolle. Es ist daher notwendig,
sich mit den elementaren Eigenschaften der Linearen Algebra auseinanderzusetzen.

Ab er keine Sorge, wir werden uns nur mit den für uns wesentlichen Asp ekten b eschäftigen.
Es ist daher nicht nur als Wiederholung sinnvoll, dieses K apit el zu lesen und zu b earb eiten,
sondern gerade auch u m die verwendete Notation der weiteren K apitel zu verstehen. Wir
werden, wann immer es machbar ist, alle Formeln motivieren, herleiten und Einblicke in
Originalarb eiten vornehmen, anstatt diese wie in einer Formelsammlung nur aufzulisten. Ab
und zu werden auch Beispielimplementierungen für die Funktionen angegeb en. Auf diese
Weise können wir ganz neb enb ei ein wenig Lineare Algebra in der praktischen Anwendung
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4. Vekt or en als Positionen, Richtungen und Farb en

Abbildung 4.1.: Für di e üb ersichtlichere Darstellung werden wir Vektoren unterscheiden, die Positionen,
Richtungen und Farb en repräsentieren. Links: In dieser Darstellung b eschreib en wir b eispielsweise eine Licht-
quelle L durch eine Position PL mit der Vorzugsrichtung ~lL und der Farb e cL . Rechts: Hi er sehen wir drei
unterschiedliche Lichtquellen L 1 , L 2 und L 3 , die sich jeweils in Position, Vorzugsrichtung und Farb e unter-
scheiden.

erleb en. Die Linearen Algebra stellt das Herzstück der Computergra�k dar, denn mo derne
GPUs sind Exp erten in der e�zienten Verarb eitung von Matrixen und Vek toren. Wir werden
schnell feststellen, dass es ohne Wissen dazu kau m geht. Ab er aufgrund der Tatsache, dass
wir oft mit Vektoren in Räumen arb eiten, die sehr angenehme Eigenschaften hab en, ist die
Mathematik nicht b esondern kompliziert.

Aus Gründen der Lesbarkeit und dem b esseren Verständnis werden wir Vektoren durch eine
geeignete Darstellung unterscheiden, die Positionen, Richtungen o der Farb en repräsentieren
(siehe Abb. 4.1).

4.1. Vektore n als Richtungen

Die übliche Vektorschreibweise ~v, ~w, : : : werden wir für Vekt oren verwenden, die Richtun-
gen repräsentieren. Es handelt sich dab ei immer um Spalt envektoren, notiert mit eckigen
Klammern:

~v =

2

6664

v1
v2
...

vn

3

7775

Sollten wir aus Platzgründen Vektoren im Text b eschreib en, verwenden wir die Zeilenschreib-
weise von Spalt envektoren ~v = ( v1; v2; : : : ; vn ) mit vi 2 R . Ab er Achtung: Der Vektor ~v ist
trotz der verwendeten Z eilenschreibweise mit r unden Klammern immer no ch ein Spaltenvek-
tor und muss entsprechend b ehandelt werden.

114



4.1. Vektoren als Richtungen

Vektoren transponieren

Es gibt Situationen, in denen wir einen Spaltenvek tor in einen Zeilenvektor umwandeln wollen
und umgekehrt . Wir notieren das mit einem T wie folgt:

~vT =

2

6664

v1
v2
...

vn

3

7775

T

= [ v1 v2 : : : vn ]

Das T steht für Transp onierung o der auch Transp osition. Wir transp onieren also den Vektor
~v. Sollten wir einen Vektor zweimal hintereinander transp onieren, erhalten wir logischerweise
wieder die ursprüngliche Ausrichtung (~vT )T = ~v.

Genauigkeit und Vektorkomponenten

In vielen Fällen wird b ei der Implementierung der Vektorkomp onenten v1; v2; : : : ; vn die
einfache Genauigkeit mit einem Float gewählt. Das liegt daran, dass Gra�kkarten intern
eb enfalls Floats verwenden.

Auf Komp onenten eines n -dimensionalen Vektors ~v = ( v1; v2; : : : ; vn ) können wir üb er vi

zugreifen. Da wir in den meisten Fällen 2- o der 3-dimensionale Vektoren ~v ansprechen,
können wir das dem Kontext entsprechend auch mit ~vx , ~vy bzw. ~vz vornehmen. Im Javaco de
sprechen wir die entsprechenden Komp onenten direkt an:

Vektor3D a = new Vektor3D(1.0f, 0.2f, 0.2f);
float x = a.x;
float y = a.y;
float z = a.z;

Mit Vektor2D und Vektor3D werden wir zwei Klassen entwickeln und b ereitstellen.

Vektoren strecken, stauchen und umdrehen

Vektoren lassen sich mit Skalaren, das sind reelle Zahlen, komp onentenweise multiplizieren,
was zu einer Streckung, Stauchung o der Richtungsumkehr der Vektoren führen kann. So gilt
für einen n -dimensionalen Vektoren ~v und einem Skalar r mit r 2 R :

r~v = r

2

6664

v1
v2
...

vn

3

7775
=

2

6664

rv1
rv2
...

rvn

3

7775

Ist r > 1, so streckt sich der Vektor und wird länger. Ist 0 < r < 1, so wird der Vektor
entsprechend gestaucht und kürzer. Bei einem negativen Skalar r < 0 dreht sich die Richtung
des Vektors um.
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4. Vekt or en als Positionen, Richtungen und Farb en

4.1.1. Implementierungen von Vektor2D und Vektor3D

Eine Implementierung der Klasse Vektor3D , die einen 3-dimensionalen Vektor repräsentie-
ren soll, könnte wie folgt aus sehen (gekürzte Version):

1 // kapitel04/Vektor3D.java
2 public class Vektor3D {
3 public float x, y, z;
4
5 public Vektor3D() {
6 this (0, 0, 0);
7 }
8
9 public Vektor3D( float x, float y, float z) {

10 this .x=x;
11 this .y=y;
12 this .z=z;
13 }
14
15 public Vektor3D(Vektor3D vec) {
16 this (vec.x, vec.y, vec.z);
17 }
18 ...
19 }

Die Verkettung von Konstruktoren und der Einsatz eines Copy-Konstruktors entsprechen
einem guten Programmierstil [63]. Allerdings s ollten wir in der R egel get- und set-Metho den
für die Komp onentenzugri�e verwenden. Dieses ist ab er ein gutes Beispiel aus der Praxis, b ei
dem ein direkter Zugri� sinnvoller ist. Unsere Implementierung bietet b eide Möglichkeiten
an. Analog zur Klasse Vektor3D gibt es eb enfalls no ch eine Klasse Vektor2D .

Erweiterung um die Klasse LineareAlgebra

Die ausschlieÿliche Arb eit mit den b eiden Klassen Vektor2D und Vektor3D kann, wie
folgendes Beispiel zeigt, machmal zu unnötig komplizierten Programmzeilen führen:

Vektor2D a = new Vektor2D(4.0f, 3.0f);
Vektor2D b = new Vektor2D(2.0f, 1.0f);
Vektor2D c = new Vektor2D(a);
c.add(b);

Damit Metho den, wie die Addition ab er nicht üb er die Existenz eines Ob jekts gebunden sind
und deterministisch arb eiten, bieten wir h ier no ch zusätzlich die Klasse LineareAlgebra
an. Darin enthalt en s ind nur statische Metho den, die jeweils ein Ob jekt für die Rückgab e
erzeugen:

Vektor2D a = new Vektor2D(4.0f, 3.0f);
Vektor2D b = new Vektor2D(2.0f, 1.0f);
Vektor2D c = LineareAlgebra.add(a, b);

Da in LineareAlgebra ausschlieÿlich statische Metho den enthalten sind, wurde hier aus
programmierästhetischer Sicht, analog zur Klasse Math , ein privater Konstruktor eingeführt.
Die Erstellung eines Exemp lars dieser Klasse wurde damit unterbunden.
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4.1. Vektoren als Richtungen

Abbildung 4.2.: Links: Bei der Addition von Vektoren wird der Startpunkt des einen an den Endpunkt des
anderen gebracht. Dafür gibt es zwei Möglichkeiten. Der neue Zielpunkt entspricht dem Ergebnisvektor.
Rechts. Analog dazu funktioniert die Vektorsubtraktion. Dazu wird einer der b eiden Vektoren umgedreht
und zum zweiten hinzuaddiert, es gilt ja ~a � ~b = ~a + ( � ~b) .

Addition von Vektoren

Für die E rläut erun g der komp onentenweisen Addition, wollen wir zunächst zwei Vektoren ~a
und ~b mit Hilfe der Klasse Vektor3D erzeugen:

Vektor3D a = new Vektor3D(1.0f, 0.2f, 0.2f);
Vektor3D b = new Vektor3D(2.0f, 0, -3.0f);

Die einzelnen Komp onenten der b eiden Vektoren ~a und ~b werden addiert und liefern als
Ergebnis einen neuen Vektor:

~a =

2

4
ax

ay

az

3

5 und ~b =

2

4
bx

by

bz

3

5 addieren sich zu ~a+ ~b =

2

4
ax + bx

ay + by

az + bz

3

5

Das Ergebnis der Addition läss t sich für den 2-dimensionalen Fall gut veranschaulichen
(siehe Abb. 4.2 links). In unserem Programm können wir die Addition b eispielsweise üb er
die entsprechenden get-Fun ktionen ausdrücken:

Vektor3D c = new Vektor3D(a.getX()+b.getX(), a.getY()+b.getY(), a.getZ()+b.getZ());

Wenn wir die Parameter in unserer Javaklasse Vektor3D allerdings direkt ansprechen , ist
die Addition in diesem Fall deutlich lesbarer:

Vektor3D c = new Vektor3D(a.x+b.x, a.y+b.y, a.z+b.z);

Dazu müssen wir die Vek torkomp onenten lediglich auf public setzen und auf die get- und
set-Metho den verzichten. Durch die b essere Lesbarkeit verringer n wir die Fehleranfälligkeit
und b eschleunigen den Zugri� durch den Wegfall der Funktionsaufrufe. Die Subtraktion von
Vektoren funktioniert analog zur Addition komp onentenweise (siehe Abb. 4.2 rechts).

117



4. Vekt or en als Positionen, Richtungen und Farb en

Performancetest Funktionsaufrufe

Wir können den Unterschied zwischen ein em direkten Aufruf und den Funktionsaufrufen in
einem kleinen Test schnell prüfen und uns die Verarb eitungsdauer in Millisekun den liefern
lassen:

// kapitel04/VektorExperimente.java
long startZeit = System.currentTimeMillis();
for ( int i=0; i<100000; i++) {

c = new Vektor3D(a.getX()+b.getX(), a.getY()+b.getY(), a.getZ()+b.getZ());
}
long stopZeit = System.currentTimeMillis();
System.out.println("Dauer "+(stopZeit-startZeit)+" ms mit Funktionsaufrufen");

startZeit = System.currentTimeMillis();
for ( int i=0; i<100000; i++) {

c = new Vektor3D(a.x+b.x, a.y+b.y, a.z+b.z);
}
stopZeit = System.currentTimeMillis();
System.out.println("Dauer "+(stopZeit-startZeit)+" ms ohne Funktionsaufrufe");

Das Ergebnis is t schon sehr erstaunlich:

Dauer 90 ms mit Funktionsaufrufen
Dauer 10 ms ohne Funktionsaufrufe

Hier hab en wir ein sehr deutliches Ergebnis zugunsten des direkten Zugri�s. Da die Manipu-
lation der Vektorparameter sehr häu�g vorkommt, sollten wir hier d er Geschw indigkeit den
Vorzug geb en.

Vektoraddition im wahren Leben

In einem Beispiel aus dem wahren Leb en zeigt sich hier, dass sich die Kenntnisse üb er
die Vektoraddition irgendwann auszahlen werden. Stellen wir uns vor, d as s wir gerade ei-
ne Schatzkarte gefunden hab en, die uns den Weg zu einem sp ekt ak ulär en Dinosaurierfund
aufzeigt, und aus den Aufzeichnungen entnehmen, dass wir den wissenschaftlichen Schatz
�nden, wenn wir den folgenden Vektoren folgen:

~a =
�

� 8
3

�
; ~b =

�
4

� 6

�
; ~c=

�
14
1

�
und ~d =

�
� 5

5

�

Das entspricht den typischen Informationen, die wir b ei einer Schatzkarte erwarten würden:
� Gehe hundert Schritte in Richtung Norden, dann fünfzehn Schritte in Richtung Südosten
zur alten Eiche ...�. Alle Unwissenden stürmen sofort los und b ewegen sich den Angab en
entlang... wir hingegen, die wir b er eits etwas von Linearer Algebra gehört und verstanden
hab en, addieren die Vektoren und gehen direkt zum Ziel:

~a+ ~b+ ~c+ ~d =
�

� 8
3

�
+

�
4

� 6

�
+

�
14
1

�
+

�
� 5

5

�
=

�
5
3

�

Das Ergebnis können wir uns auch in Abbildung 4.3 anschauen.
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4.1. Vektoren als Richtungen

Abbildung 4.3.: Ein Beispiel aus dem wahren Leb en, b ei dem uns das Wissen um die Vektoraddition einen
Vorteil b ei der Suche nach einem verb orgenen Fossil bringt. Die meisten folgen den Anweisungen und laufen
die vorgegeb enen Vektoren ~a, ~b, ~c und ~d ab. Wir addieren die vier Vektoren und laufen direkt zum Ziel ~w .

4.1.2. Vektorrichtung zum oder vom Licht

Ob eine Richtung b eispielsweise zu einer Lichtquelle hin o der von dieser weg zeigt, kann für
die Berechnungen variieren und ist dem jeweiligen Kontext zu entnehmen. Für das b essere
Verständnis, wie und in welche Richtung sich das Licht einer b estimmten Lichtquelle aus-
breitet, ist es oft naheliegender, eine Richtung zu wählen, die von der Lichtquelle weg zeigt.
Wenn wir diese Lichtstrahlen (und es können ziemlich viele sein) analog zu einem Fächer von
einer Lichtquelle weg strahlen und auf Ob jekte tre�en lassen, kann es b ei gröÿerem Abstand
zu unschönen Lücken führen, die von keinem der Lichtstrahlen erwischt werden (siehe Abb.
4.4 links).

Das Sp ektrum der Str ah len, also die Lichtstrahlendichte zu erhöhen, genügt wieder nicht,
denn das Problem wird nur in einen weiter entfernten Bereich verschob en. Stellen wir uns vor,
wir sp endieren wirklich sehr, sehr viele Strahlen, die jetzt von einer Lichtqu elle wegführen
und diese tre�en ab er nur auf Ob jekte, die nicht im Sichtbarkeitsb ereich des Betrachters
liegen o der sogar auf gar kein Ob jekt . Dann ist der Aufwand, diese zu verfolgen, sich erlich
nicht gerechtfertigt.

Sicherlich sinnvoller wird der Ansatz sein, für jedes darzustellende Pixel einer Ob er�äche
die Richtung zu den Lichtq uellen zu kennen und daraus den Ein�uss zu ermitteln. Dann
brauchen wir pro Lichtquelle und Pixel erst einmal nur einen Vektor (siehe Abb. 4.4 rechts).
Die Vektoren zeigen also in der Regel zur Lichtquelle hin. Dieser Ansatz ist ökonomischer.
Um die Richtung zwischen b eiden Varianten zu ändern, müssen wir lediglich die Vorzeichen
der Komp onenten umdrehen. Sei als Beispiel ~v gegeb en mit ~v = ( � 1; 2; 0), dann zeigt der
Vektor � ~v in die entgegengesetzte Richtung (siehe Abb. 4.5):

� ~v = ( � 1) � ~v = ( � 1) �

2

4
� 1

2
0

3

5 =

2

4
(� 1) � (� 1)
(� 1) � 2
(� 1) � 0

3

5 =

2

4
1

� 2
0

3

5

Das Beispiel führt uns zum allgemeinen Umgang von Vektoren mit Skalaren.
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4. Vekt or en als Positionen, Richtungen und Farb en

Abbildung 4.4.: Links: Werden die Lichtstrahlen von einer Lichtquelle aus verfolgt, so muss ein diskreter
Abstand zwischen diesen gewählt werden. Ist ein Ob jekt (in diesem Fall Ob er�äche B ) weit genug entfernt,
können Lücken entstehen, die nur durch eine höhere Lichtstrahlendichte abgedeckt werden können. Damit
verschiebt sich das Darstell ungsproblem auf einen neuen Abstand. Rechts: Obwohl die Richtung der Licht-
strahlen von der Sonne weg zeigt, werden wir di e Richtung zur Lichtquelle notieren. Das hilft Phänomene,
wie im linken Bild gezeigt, zu vermeiden.

4.1.3. Skalare und Vektoren

Skalare s, k , : : : hab en, wenn nicht anders angegeb en, immer den Werteb ereich R und können
Richtungs vektoren ~w = s~v mit s > 1 strecken, mit 0 < s < 1 stauchen o der mit s < 0
umdrehen, wob ei der Skalarwert s komp onentenweise mit ~v multipliziert wird (siehe Abb.
4.5 links).

// kapitel04/LineareAlgebra.java
public static Vektor3D mult(Vektor3D vec, float s){

return new Vektor3D(vec.x * s, vec.y * s, vec.z * s);
}

Bei der Implementierung sollten wir aufgrun d der Kommutativität der Multiplikation und
dem b esseren Komfort für den Anwender b eide Richtungen anbieten:

public static Vektor3D mult( float s, Vektor3D vec){
return mult(vec, s);

}

Besondere Skalare, die bspw. Winkel darstellen, werden wir mit griechischen Buchstab en � ,
� , : : : b ezeichnen. Eine Üb ersicht zu den griechischen Buchs tab en mit der entsprechenden
Aussprache ist auf der Buchwebseite o der bspw. b ei Harald Jeschke 1 zu �nden.

4.1.4. Vektorlänge, Normierung und inneres Produkt

In diesem Absch nitt wollen wir die wichtigen Vektorfunktionen Vektorlänge, Normierung
eines Vektors und das inn ere Pro duk t vorstellen, mit denen wir es im weiteren Verlauf sehr
häu�g zu t un hab en werden.

1http://www.physics.okayama-u.ac.jp/jeschke_homepage/TPI/GriechischesAlphabet.pdf
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4.1. Vektoren als Richtungen

Abbildung 4.5.: Links: Wir sehen hier verschiedene Ein�üsse der Multiplikation mit Skalaren auf Vektoren. Der
Vektor ~v wird mit 2 verdoppelt und � 1 in seiner Richtung umgedreht. Der Vektor ~w dreht sich mit � 1

2 um und
wird gleichzeitig in der Länge halbiert. Rechts: Die Längen von Vektoren werden sehr häu�g verwendet. Während
die Längen der Vektoren~u und ~v aufgrund ihrer Lage auf derx- bzw. y-Achse sehr einfach abzulesen sind, kommt
bei der Längenberechnung von~w die Wurzel zum Einsatz.

Länge oder Magnitude eines Vektors

Die Länge o der Magnitude eines Vektors ~v, symb olisiert durch k�k , ergibt sich aus

length(~v) = k~vk =
q

v2
1 + v2

2 + : : : + v2
n

und liefert einen Skalar. Dem Längen maÿ eines Vektors liegt der euklidische Abstand zu
Grunde. Die Implementierung können wir direkt vornehmen:

// kapitel04/LineareAlgebra.java
public static float length(Vektor3D vec){

return ( float )Math.sqrt(vec.x * vec.x + vec.y * vec.y + vec.z * vec.z);
}

In vielen Fällen wird die Länge ein es Vektors für den Vergleich mit anderen Vektorlängen
herangezogen. Die eigentliche Länge ist also nicht entscheidend. In solchen Situationen kön-
nen wir eine schnellere Variante verwenden, die auf die rechenintensive Funktion Math.sqrt
verzichtet:

public static float lengthSquare(Vektor3D vec) {
return ( float )(vec.x * vec.x + vec.y * vec.y + vec.z * vec.z);

}

Die Monotonie bleibt erhalten, denn es gilt genau dann

lengthSquare(~v) > lengthSquare ( ~w)

wenn length(~v) > length ( ~w) . Klassische Probleme, wie das Suchen nach dem nächstgelegen-
den o der am weitest entfernten Ob jekt lassen sich damit lösen.
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4. Vekt or en als Positionen, Richtungen und Farb en

Abbildung 4.6.: Links: Der Einheitskreis mit dem Radius 1. Für jeden Winkel � eines Einheitsvektors ~u
ergeb en die Komp onenten ~ux = cos � und ~uy = sin � gerade ~uT ~u = 1 , da cos2 � + sin 2 � = 1 gilt. Rechts:
Durch die Normierung wird ein Vektor zum Einhei tsvektor.

Normierung eines Vektors

Nützlich in diesem Zus ammenhang ist auch die Bedeutung des E inheitsk reises, der den Ra-
dius 1 aufweist (s iehe Abb. 4.6).
Ein Vektor mit der Länge 1 wird als Einheitsvektor b ezeichnet. Um einen Vektor ~v in einen
Einheitsvektor zu transformieren, teilen wir diesen einfach durch seine Länge ~v = ~v

k~vk .

Durch Anwendung der Funktion norm (~v) erhalten w ir einen Einheits vektor in Richtung von
~v der Länge 1 (siehe Abb. 4.6 rechts). Damit können wir b eispielsweise ~w = norm (~v) = ~v

k~vk

schreib en und sp eichern in ~w die normierte Ver sion des Vektors ~v, so dass k~wk = 1 gilt. Wir
können für ~v = norm (~v) auch als eine Anweisung kurz norm (~v) schreib en.
Implementieren lässt sich die Funktion wieder sehr leicht:

public static Vektor3D norm(Vektor3D vec) {
if (vec.isNullvector())

return new Vektor3D(div(vec, vec.length()+0.00001f));
else

return new Vektor3D(div(vec, vec.length()));
}

Der versier te Javap rogrammierer sieht sofort, d as s sich diese Rückgab es truktur eines Wertes
basierend auf einem b o oleschen Ausdruck auch mit dem einzigen dreistelligen Op erator in
Java ausdrücken lässt:

// kapitel04/LineareAlgebra.java
public static Vektor3D norm(Vektor3D vec) {

return (vec.isNullvector())
? new Vektor3D(div(vec, vec.length()+0.00001f))
: new Vektor3D(div(vec, vec.length()));

}

Hier b ehandeln wir no ch den Nullvektor (0; 0; 0) als Sp ezialfall, damit die Division durch 0
nicht zu einem Fehler führt und das Programm abbricht.
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4.1. Vektoren als Richtungen

Skalarprodukt, inneres Produkt oder Punktprodukt

Das Skalarpro dukt zweier Vektoren ~v � ~w, o der auch inneres Pro dukt bzw. Punktpro dukt
( dot product ), ergibt s ich aus der Summe der komp onentenweisen Multiplikation:

~v � ~w =
nX

i =1

vi � wi

Das Skalarpro dukt werden wir an sehr vielen Stellen b enötigen. Die entsprechende Imple-
mentierung ist ein Einzeiler :

// kapitel04/LineareAlgebra.java
public static float dotProduct(Vektor3D vec1, Vektor3D vec2) {

return vec1.x * vec2.x + vec1.y * vec2.y + vec1.z * vec2.z;
}

Wenn wir Vektoren als Matrizen au�assen, entspricht das Skalar pro dukt der einfachen Ma-
trixmultiplikation:

~vT ~w =
nX

i =1

vi � wi

Das Skalarpro dukt zweier Vektoren hat eine sehr groÿe Bedeutung. So können wir durch das
Ergebnis b eispielsweise direkt erkennen, ob zwei Vektoren senkrecht zueinander s tehen. Das
tun sie genau dann, wenn das Skalarpro dukt 0 liefert. Der Einfachheit halb er wollen wir das
schnell für zwei 2-dimensionale Vektoren ~v und ~w b eweisen.

Theorem Das Skalarpro dukt ~vT ~w ist 0, falls ~v zu ~w rechtwinklig steht.

Beweis Wenn ~v und ~w rechtwinklig zueinander stehen, bilden sie zwei Seiten eines recht-
winkligen Dreiecks. Die dr itt e Seite (Hyp otenuse) ist dann ~v� ~w und damit gilt kvk2+ kwk2 =
kv � wk2 .

Wenn wir die Formel umstellen und entsprechend kürzen, erhalten wir:

v2
1 + v2

2 + w2
1 + w2

2 = ( v1 � w1)2 + ( v2 � w2)2

v2
1 + v2

2 + w2
1 + w2

2 = v2
1 � 2v1w1 + w2

1 + v2
2 � 2v2w2 + w2

2
0 = � 2v1w1 � 2v2w2

= v1w1 + v2w2
= ~vT ~w

q.e.d.

Interessant ist auch die Bet rachtung des E rgebniss es in Bezug zu den vorhandenen Halbräu-
men (siehe Abb. 4.7). Mit Hilfe der vorgestellten Funktionen können wir schon viele wichtige
Asp ekte d er Computergra�k unterstützen. Einer auÿerordentlich wichtigen Funk tion wollen
wir im Folgenden einen eigenen kleinen Abschnitt widmen.
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4. Vekt or en als Positionen, Richtungen und Farb en

Abbildung 4.7.: Links: Wenn das Skalarpro dukt zwis chen zwei Vektoren p ositiv ist, liegen b eide Vektoren im
selb en Halbraum. Wir sehen b eispielsweise das Skalarpro dukt der Vektoren ~v und ~n . Da der Winkel zwischen
b eiden nicht gröÿer als 90° ist, liegen b eide im gleichen Halbraum. Anders ist es zwischen den Vektoren ~w
und ~n . Hier erhalten wir einen negativen Wert. Rechts : Wenn wie in diesem Beispiel der Vektor ~n zu ~n0

transformiert wird, rotiert die Trennungseb ene der Halbräume mit.

4.1.5. Die Kosinusformel

Nehmen wir das Wichtigste vorweg: Üb er die Kosinus formel können wir den Kosinus des
Winkels � zwischen zwei Vektoren ~v und ~w ermitteln:

cos � =
~v � ~w

k~vk � k ~wk

Auch diese Funktion läs st sich schnell implementieren, wie der nachfolgende Co deabschnitt
zeigt:

// kapitel04/LineareAlgebra.java
public static float kosinusFormel(Vektor3D vec1, Vektor3D vec2) {

return dotProduct(vec1, vec2) / (vec1.length() * vec2.length());
}

Interessant ist allerdings no ch die Frage, in welcher Einheit die Winkelangab e vorliegt. Das
wollen wir im folgenden Abschnitt klären.

Winkel in Grad oder Bogenmaÿ

Zwei gängige Maÿeinheiten für die Angab e von Winkeln sind Grad ( degree) und Bogenmaÿ
( radiant ) (siehe Abb. 4.8).

Die Umrechnung der Einheiten ineinander ist seh r einfach:

rad =
�

180
deg bzw. deg=

180
�

rad

In der R egel werden wir die Einheit Bogenmaÿ verwenden.
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4.1. Vektoren als Richtungen

Abbildung 4.8.: Beginnend b ei der x -Achse b ewegen wir uns b ei Winkelangab en immer gegen den Uhr-
zeigersinn, also in mathematisch p ositi ver Richtung. Links: Winkelangab en sind hier im Bogenmaÿ (rad)
angegeb en. Nach einer halb en Drehung landen wir b ei � . Eine volls tändige Umdrehung mit k = 1 führt zu
2� . Mit k können wir also die Anzahl der Umrundungen festhalten, denn an den Winkeln sehen wir das an-
schli eÿend nicht mehr. Rechts: Die Winkelangab en liegen hier in Grad (deg) vor. Eine vollständige Drehung
umfasst 360°.

Geometrische Herleitung der Kosinusformel

Aufgrund der b esonderen Bedeutung dieser Funktion in der Computergra�k, wollen wir diese
für zwei gegeb ene Vektoren ~v und ~w (siehe Abb. 4.9 links) mit Hilfe einfacher trigonometri-
scher Funktionen herleiten.

Wir setzen v für k~vk und w für k~wk ein und erweitern das Schema d er b eiden Vektoren
durch ein rechtwinkliges Dreieck (siehe Abb. 4.9 recht s). Die Strategie lautet, die b eiden
neuen Unb ekannten x und y b ei den folgenden Umformungen durch b ekannte Parameter zu
ersetzen. Der Satz des Py thagoras gilt b ei rechtwinkligen Dreiecken, in unserem Fall b eim
Dreieck 4 xyw mit x2 + y2 = w2 , und hilft uns einen der unb ekannten Parameter durch
y2 = w2 � x2 zu ersetzen.

Der Satz des P ythagoras hilft uns auch, den Zusammenhang im gröÿeren, rechtwinkligen
Dreieck 4 (v+ x)yc abzuleiten und mit x nur no ch einen unb ekannten Parameter aufzuweisen:

(v + x)2 + y2 = c2

(v + x)2 + w2 � x2 = c2

v2 + 2vx + x2 + w2 � x2 = c2

v2 + w2 + 2vx = c2

Der leider zu Unrecht etwas unb ekannte Gott der Winkel �Sohcahtoa� 2 kann uns dab ei helfen,
einfache Informationen üb er die vorhandenen Winkel anzugeb en. Hier ersetzen wir s=sin,
c=cos, t=tan, o=opp osite, a=adjacent und h=hyp ot enuse. Da die Funktionen sin , cos und
tan die gleiche Gestalt hab en, lässt sich üb er die Buchstab en herleiten, wie die Parameter
zu füllen sind. So s tehen SOH für sin � = o

h , CAH für cos � = a
h und TOA für tan � = o

a .
Eine sehr gelungene Eselsb rücke!

2http://www.mathwords.com/s/sohcahtoa.htm
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4. Vekt or en als Positionen, Richtungen und Farb en

Abbildung 4.9.: Links: Wi r fragen uns, wie wir den innenliegenden Winkel � für zwei Vektoren ~v und ~w
b erechnen können. Rechts: Wenn wir den Zusammenhang der Vektoren ~v und ~w durch ein rechtwinkliges
Dreieck erweitern, können wir mit Hilfe tri gonometrischer Funktionen eine Antwort auf die Frage �nden.

Im rechtwinkligen Dreieck b etrachten wir für unser Beispiel zunächst den erweiterten Winkel
mit � � � . Wir können dur ch die Eselsbrücke CAH den Kosinus des Winkels direkt durch
einen Bruch von Ankathete x und Hyp othenuse w angeb en:

cos(� � � ) =
x
w

Nun läs st sich diese Formel aufgr und der Symmetrieeigenschaften und Regelmäÿigkeit der
Kosinusfunktion umstellen, denn es gilt:

cos(� � � ) = � cos �

Wir tauschen die linke Seite aus, stellen die Formel nach x um und erhalt en einen einfacheren
Ausdruck für x :

x = � w � cos �

Jetzt sind wir in der Lage, das x in der von Pythagoras motivierten Gleichung mit einem
Term zu ersetzen, der eine Aussage üb er den Winkel � enthält:

v2 + w2 � 2vw � cos � = c2

Die komplette Formel ist jetzt frei von unb ekannten Parametern und damit hab en wir b ereits
den ers ten Meilenstein gescha�t. Wenn wir einen rechten Winkel vorliegen hab en, dann wird
der Term 2vw � cos � zu 0, und wir hab en den Satz des Pythagoras geltend für rechtwinklige
Dreiecke. Dieses Ergebnis nutzen wir jetzt, um unsere ursprüngliche Aufgab e zu lösen.
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4.1. Vektoren als Richtungen

Abbildung 4.10.: Die Normale ~n an der Stelle P entscheidet darüb er, ob eine Lichtquelle direkt sichtbar ist
o der nicht. Sollte die Lichtquelle, wi e hier ~l1 und ~l2 , im p ositiven Halbraum von ~n liegen, dann lohnt sich
eine lokale Betrachtung. Die Lichtquelle ~l3 muss für die Position P nicht weiter b etrachtet werden.

Üb erführen wir diese Formel wieder in die Welt der Vektoren und kommen zur ursprünglichen
Fragestellung zurück: Wie lautet der Winkel � zwischen den Vektoren ~v und ~w (siehe Abb.
4.9 links)? Üb er die Vektorenlänge gilt dann einfach:

k~v � ~wk2 = k~vk2 + k~wk2 � 2k~vk k~wk cos �P n
i =1 (vi � wi )2 =

P n
i =1 v2

i +
P n

i =1 w2
i � 2k~vk k~wk cos �P n

i =1 � 2vi wi = � 2k~vk k~wk cos �P n
i =1 vi wi = k~vk k~wk cos �

Der letzte linke Term sollte uns sehr b ekannt vorkommen, denn genau dieser entspricht dem
Skalarpr o dukt:

~vT ~w = k~vk k~wk cos � bzw. cos � =
~vT ~w

k~vk k~wk

Wenn b eide Vek toren normiert vorliegen, gilt sogar cos � = ~vT ~w. Phant as tisch, o der!?

Vielseitiger, praktischer Einsatz

Zwei Vektoren ~v und ~w liegen im selb en Halbraum, wenn der Winkel � zwischen diesen p ositiv
ist. Da cos � in vielen Beleu chtungsmo dellen einen wichtigen multiplikativen Gewichtsfaktor
darstellt, sind oft nur p ositive W inkel von Interesse (siehe Abb. 4.10).

Wir gehen also davon aus, dass ein Lichtstrahl zu der Ob er�ächennormalen mit einem Winkel
gröÿer als 90° keinen Ein�uss auf die Helligkeit an dieser Position hat. Nun können wir
üb er die Kosinusformel auch negative Werte erzeugen. Angenommen, die y -Achse entspräche
der Normalen mit ~n = (0 ; 1; 0) und die Lichtq uelle läge unterhalb der x -Eb ene, mit z. B.
~l = (0 ; � 1; 0), genau auf der anderen Seit e. Dann erhalten wir durch die Kosinusformel, wie
erwartet, den Wert � 1.
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4. Vekt or en als Positionen, Richtungen und Farb en

Wir verlangen für dies e Fälle also, statt eines negativen Wertes, eine 0 und schneiden die
negativen Werte entsprechend ab. Das können wir mit Hilfe der folgenden Formel gut dar-
stellen:

max(
~vT ~w

k~vk � k ~wk
; 0)

Die Einhaltung der korrekten Werteintervalle sollten immer b erücksichtigt werden, da sich
in einem gröÿeren Berechnungskontext schnell ein solcher , logischer Fehler fortp�anzen kann.
Das Au�nden eines solchen Fehlers im Nachgang ist fast unmöglich.

Wir können die Kosinus formel vereinfachen, falls ~v und ~w b ereits normiert sind:

max(~vT ~w;0)

Damit wir im weiteren Verlauf unnötig lange Formeln vermeiden, wollen wir zukünftig dafür
folgende Notation verwenden:

~vT ~w = max(~vT ~w;0)

Der Strich unter der Formel soll das Abschneiden der negativen Werte synmb olisieren. Al-
ternativ werden wir mit dem Strich üb er einem Ausdruck eine Kurzform für Formeln der
folgenden Form verwenden:

a = min (a; 1)

Im Fachjargon wird dieses Abschneiden der Werte auch als Clamping b ezeichnet und kann
sich auch auf b eide Grenzen gleichzeitig auswirken. Die Implementierung der Metho de clamp
in der K lass e LineareAlgebra :

// kapitel04/LineareAlgebra.java
public static double clamp( double x, double min, double max) {

if (x < min) return min;
else if (x > max) return max;
return x;

}

In GLSL st eht die Funktion clamp eb enfalls zur Verfügung.

4.1.6. Das Kreuzprodukt

Wenn zwei Vektoren eine Fläche aufspannen, erhalten wir durch das Kreuzpro dukt dieser
zwei Vektoren einen senkrecht dazu stehenden. Da es ab er zwei Lösungen mit unterschiedli-
cher Richtung dafür gibt, müssen wir fes tlegen, in welchem Ko ordinatensystem wir arb eiten.
Das Kreuzpro dukt für zwei 3-dimensionale Vektoren ~v = ( vx ; vy ; vz ) und ~w = ( wx ; wy ; wz )
ist im rechtshändigen Ko ordinatensystem ( right hand rule ) de�niert dur ch

~v � ~w = ( vy wz � vzwy ; vzwx � vx wz ; vx wy � vy wx )

und liefert einen Vektor, der senkrecht zur Fläche steht, die durch ~v und ~w aufgespannt wird,
was sich üb er das Skalarpro dukt leicht zeigen lässt .
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4.2. Vektoren als Positionen

Theorem Das Kreuzpro dukt ~v � ~w zweier 3-dimensionaler Vektoren ~v und ~w liefert einen
Vektor, der senkrecht zu ~v steht.
Beweis Wir ermitteln das Skalarpro dukt und können schnell zeigen, dass d ieses zu 0 führen
muss:

(~v � ~w)T ~v = ( vy wz � vzwy ; vzwx � vx wz ; vx wy � vy wx )T ~v
= ( vy wzvx � vzwy vx ) + ( vzwx vy � vx wzvy ) + ( vx wy vz � vy wx vz )
= vy wzvx � vx wzvy + vzwx vy � vy wx vz + vx wy vz � vzwy vx

= 0

q.e.d.

Analog kann das für ~w gezeigt werden und ist eine der Übungsaufgab en.
Es gibt ja eigentlich zwei Lösungen, für eine Fläche einen senkrecht dazu stehenden Vek tor zu
b estimmen. In Op enGL wird das rechtshändige Ko ord inatensy stem verwendet und wenn wir
die x -Achse auf den Daumen und die y -Achse ent sprechend auf den Zeige�nger der rechten
Hand legen, zeigt uns die Richtung des Mittel�ngers, wenn dieser senkr echt p ositioniert wird,
welche der b eiden Lösungen wir erhalten. Im Unterschied dazu arb eitet DirectX mit dem
linkshändigen Ko ordinatensystem [46]. So ist auch schnell klar, dass das K reuzpr o dukt weder
kommutativ no ch assoziativ sein kann.

4.2. Vektoren als Positionen

Die Notation von Punkten L , P , Q , : : : wird für Vektoren verwendet, die Positionen reprä-
sentieren. Dab ei können wir jederzeit zwischen P unkt- und Vektor dar stellung wechseln. So
können wir bspw. den Vektor zwischen zwei gegeb enen Punkten P und Q üb er ~p = P � Q
o der den Punkt L mit L = ~l angeb en, der sich am Ende des Vektors ~l b e�ndet, wenn der
Vektor ~l im Ursprung startet. Kleiner Tipp: Die Eselsbrücke �Köpfchen minus Schwänzchen�
verrät leicht, in welche Richtung der resultierende Vektor zeigt.

4.2.1. Euklidische Distanz

In einigen Fällen werden wir den Abstand zwischen zwei Punkten b enötigen. Es gibt verschie-
dene Ent fer nungsmetriken, ab er in den meisten Fällen werden wir den euklidischen Abstand
dist EUK verwend en. Dann schreib en wir einfach:

dist EUK (A; B ) = kA � B k = length(~a � ~b)
Hier hilft uns die Darstellung der Punkte als Vektoren, denn wir b er echnen einfach d ie Länge
des Vektors A � B , der zwischen A und B verläuft:

// kapitel04/LineareAlgebra.java
public static float euklDistanz(Vektor3D vec, Vektor3D vec2) {

return length(sub(vec2, vec));
}

Bei der Länge des Vektors spielt es auch keine Rolle, in welcher Reihenfolge die Vektoren
üb ergeb en werden.
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Abbildung 4.11.: Links: Als Ausgangsob jekt b etrachten wir das Dreieck 4 P1P2P3 . Die Interpretation der
Achsen zu Vektoren ermöglicht uns den Einsatz der Sinusformel. Das von ~v und ~w aufgespannte Paral lelo-
gramm hat b ei der Basis ~w die Höhe k~vk sin � . Die Länge des Vektors, der b eim Kreuzpro dukt entsteht,
entspricht der aufgespannten Fläche.

4.2.2. Die Sinusformel

Im Kontex t der Vektor en als Positionen ist es nützlich, etwas üb er die Sinusformel, der
kleinen Schwester der Kosinusformel, zu erfahren. Sie ähnelt ein wenig dem groÿen Bruder:

k~v � ~wk = k~vk k~wk sin � bzw. sin � =
k~v � ~wk
k~vk k~wk

Die Herleitung wird Teil der Übungsaufgab en sein. Interessant ist hier, dass wir üb er die Län-
ge des Kreuzpro duktes die von zwei Vektoren aufgespannte Fläche erhalten. Stehen b eide
orthogonal zueinander, wird der S inusterm zu 1 und wir hab en die Formel zur Flächenb e-
rechnung eines Rechtecks üb er die Seitenlängen.

Fläche eines Dreiecks

Mit Hilfe der Sinusformel können wir jetzt auch b eispielsweise problemlos die Fläche F eines
Dreiecks 4 P1P2P3 b erechnen (siehe Abb. 4.11 links). Um die Sinusformel verwenden zu
können, müssen wir zwei Vektoren ~v und ~w de�nieren:

F =
1
2

k~v � ~wk

Die Lösung is t sehr einfach: Wir konstruieren zunächst die b eiden aufspannenden Vektoren
~v = P2 � P1 und ~w = P3 � P1 . Jetzt setzen wir diese in die Sinusformel direkt ein (siehe
Abb. 4.11):

F =
1
2

k(P2 � P1) � (P3 � P1)k

In der R egel wird allerdings die Kosinusformel zur Winkelb estimmung verwendet.
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Abbildung 4.12.: Hier sehen wir die drei möglichen Fälle. Links: Der gesuchte Punkt liegt auf einem der
Eckpunkte. Tri vialerweise geb en wir den Wert am Knoten zurück. Mitte: Der gesuchte Punkt liegt auf der
Geraden zwischen zwei Eckpunkten. In diesem Fall können wir zwischen b eiden Eckpunkten anteilig linear
interp olieren. Rechts: Interessant wird es, wenn ein Punkt innerhalb des Dreiecks liegt. Jetzt müssen wir alle
drei Eckpunkte anteilig ein�ieÿen lassen.

4.2.3. Baryzentrische Interpolation

In Abschnitt 1.1.4 kamen wir b ereits auf die baryzentrische Interp olation innerhalb der Ren-
derpip eline zu sprechen. Jetzt wollen wir zeigen, wie die Implementierung aussehen könnte.
Dazu b etrachten wir zunächst drei Fälle.

Fall 1: Gesuchter Punkt ist Eckpunkt des Dreiecks

Wir landen mit dem gesuchten Punkt direkt auf einem der Eck punkte (siehe Abb. 4.12 links).
In diesem Fall landet P direkt auf A . Gegeb en sind P = ( xp; yp) , A = ( xA ; yA ) sowie mA

und gesucht ist mP . Hier ist die Lösung trivial, und mP = mA .

Fall 2: Gesuchter Punkt liegt zwischen zwei Eckpunkten

Wir landen mit dem gesuchten Punkt direkt auf einer der Geraden zwischen zwei Eckpunk ten
(siehe Abb. 4.12 mittig). In diesem Fall landet P direkt auf der Ger aden zwischen A und B .
Gegeb en sind P = ( xp; yp) , A = ( xA ; yA ) , B = ( xB ; yB ) , mA sowie mB und gesucht ist mP .

Idee: Wir b etrachten das Verhältnis von P zu A und P zu B in Bezug auf die Länge der
Gesamtstrecke AB . Es gilt P = uA + vB und daher b estimmen wir zunächst u und v .
Hier lauten die Lösu ngen für u und v :

u =
kP � B k
kB � Ak

und v =
kP � Ak
kB � Ak

Anschlieÿend können wir mP üb er mP = umA + vmB leicht b estimmen.
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Fall 3: Gesuchter Punkt liegt innerhalb des Dreieck

Wir landen mit dem gesuchten Punkt P innerhalb des Dreiecks 4 ABC (siehe Abb. 4.12
rechts). Gegeb en sind P = ( xp; yp) , A = ( xA ; yA ) , B = ( xB ; yB ) , C = ( xC ; yC ) mA , mB

sowie mC und gesucht ist mP .

Idee: Wir stellen ein Gleichungssystem auf und lösen es mit Hilfe der Cramerschen Regel [4]
unter Einb ehaltung der Normierungseigenschaft u + v + w = 1 . Es gilt P = uA + vB + wC
und daher b estimmen wir zunächst u , v und w :

u =
(xB � xP )(yC � yP ) � (xC � xP )(yB � yP )
(xB � xA )(yC � yB ) � (yB � yA )(xC � xB )

v =
(xC � xP )(yA � yP ) � (xA � xP )(yC � yP )
(xB � xA )(yC � yB ) � (yB � yA )(xC � xB )

w =
(xA � xP )(yB � yP ) � (xB � xP )(yA � yP )
(xB � xA )(yC � yB ) � (yB � yA )(xC � xB )

Da u+ v+ w = 1 gilt, genügt es zwei der drei Unb ekannten zu b estimmen. Wir können bspw.
w = 1 � (u + v) statt des komplex en Ausdrucks angeb en. Anschlieÿend können wir mP üb er
mP = umA + vmB + wmC wieder leicht b estimmen.

Implementierung der Baryzentrischen Interpolation

Schauen wir uns die Implementierung der baryzentrischen Interp olation an. In der Variablen
denom b erechnen wir vorab einmal den Nenner ( denominator ):

// kapitel04/LineareAlgebra.java
public static double barycentricInterpolation(Vektor2D P, Vektor2D A,

Vektor2D B, Vektor2D C, double m_a, double m_b, double m_c) {
double denom = 1./((B.x-A.x) * (C.y-B.y) - (B.y-A.y) * (C.x-B.x));
double u = ((B.x-P.x) * (C.y-P.y) - (C.x-P.x) * (B.y-P.y)) * denom;
double v = ((C.x-P.x) * (A.y-P.y) - (A.x-P.x) * (C.y-P.y)) * denom;
double w = 1. - u - v;
return u* m_a+v* m_b+w* m_c;

}

Das wir nur den dritten Fall b enötigen und damit die ersten b eiden Fälle b ereits vollständig
ab decken, sollen die folgenden Exp erimente zeigen. Für die b ess er e Co deüb er sicht wurde
LineareAlgebra.barycentricInterpolation mit LA.barInt hier ersetzt:

// kapitel04/VektorExperimente.java
Vektor2D A = new Vektor2D(1,3);
Vektor2D B = new Vektor2D(10,6);
Vektor2D C = new Vektor2D(12,2);
double m_a=10, m_b=8, m_c=4;
System.out.println(LA.barInt(A, A, B, C, m_a, m_b, m_c));
System.out.println(LA.barInt(B, A, B, C, m_a, m_b, m_c));
System.out.println(LA.barInt(C, A, B, C, m_a, m_b, m_c));
Vektor2D M_AB = LineareAlgebra.sub(B, A);
M_AB.mult(0.5);
M_AB.add(A);
M_AB.show();
System.out.println(LA.barInt(M_AB, A, B, C, m_a, m_b, m_c));
System.out.println(LA.barInt( new Vektor2D(7,5), A, B, C, m_a, m_b, m_c));
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Abbildung 4.13.: Der RGB-Farbraum ist ein additiver Farbraum mit den drei Grundfarb en Rot R , Grün
G und Blau B . In Op enGL liegen alle Komp onenten im Werteb ereich [0; 1] vor. So ist b eispielsweise c1

ein gültiger Farbvektor. Auch wenn wir im Verlauf einer Farbb erechnung, wie z. B. mit ~c2 , ~c0
2 und

~c00
2 ,

den Farbraum kurzfristig verlassen, li egen die Komp onenten des resultierenden Farbvektors c2 wieder im
erlaubten Werteb ereich.

Wir erhalten in der Ausgab ekonsole:

10.0
8.0
4.0
(5.5, 4.5)
9.0
8.666666666666666

Die ersten dr ei Zeilen zeigen mit 10:0; 8:0 und 4:0, dass der erste Fall für alle drei Eckpunkte
erfolgreich die dort gesp eicherten Werte zurück liefert. F ür den zweiten Fall konstr uieren wir
einen Punkt M AB = (5 :5; 4:5) in der Mitte zwischen den Punkten A und B und erwarten
den mittlere Wert zwischen (10:0 � 8:0)=2 = 9:0. Auch dieser wird erfolgreich geliefert. Der
letzte Wert 8:66 zeigt ein Beispiel für einen im Dreieck b e�ndlichen Punkt.

4.3. Vektore n als Farb en

Da sich Farb en b esonders b ei der Multiplikation (Farbmo dulation) im Vergleich zu Vektoren
anders verhalten sollen, führ en wir für Farb en eine eigene Notation ein. Mit c , d , : : : werden
Vektoren repräsentiert, die Farb en des RGB-Farbr aumes darstellen (siehe Abb. 4.13).

Dab ei stellt eine Farb e c eine Mischung c = ( cR ; cG ; cB ) aus den drei Farbkanälen cR für
Rot ( red ), cG für Grün ( green) und cB für Blau ( blue) dar. Für sichtbare Farb en liegen die
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Komp onenten jeweils im Werteb ereich [0; 1]. Damit ents pricht (0; 0; 0) der Farb e Schwarz und
(1; 1; 1) der Farb e Weiÿ. Wir wollen für die Komp onenten b ei den Berechnungen allerdings
die Wertemenge R vorüb ergehend erlaub en. Sollte ein Farbwert später dargestellt werden,
müssen kurz vor der Visualisierung mit ck = min (max(ck ; 0); 1) bzw. ck in Kurznotation
für k = R; G; B die Intervallgr enzen zu [0; 1] transformiert werden. Jetzt können wir zwei
Farb en c und d komp onentenweise addieren bzw. multiplizieren:

c + d = ( cR + dR ; cG + dG ; cB + dB ) bzw. c � d = ( cR � dR ; cG � dG ; cB � dB )

Bei der Multiplikation sehen wir schon den ents cheidenden Unterschied. Wir b ezeichnen die
komp onentenweise erfolgende Multiplikation hier auch als Mo dulation.

Wenn wir bspw. die Gesamtintensität eines r ötlichen Farbwertes mit f = (1 :0; 0:2; 0:2) hal-
bieren wollen, genügt ein weiterer Farbvektor h = (0 :5; 0:5; 0:5), mit anschlieÿender Farb-
mo dulation zu f � h = (0 :5; 0:1; 0:1) zur Beib ehaltung des Farb eindrucks. Die Intensität lässt
sich auch hier durch die Multiplikation mit einem Skalar s var iieren sc = ( scR ; scG ; scB ) .

4.4. Zusammenfassung und Ausblick

Die Arb eit mit Vektoren und später auch Matrizen gehört zum Handwerkzeug eines jeden
Computergra�kers. Der Unterschied in der Notation zwischen Positions-, Richtungs- und
Farbvektoren hilft b eim b esseren Vers tändnis der Zusammenhänge. So können Farbvektoren
durch einen einfachen Au sdruck komp onentenweise multipliziert werden. Uns b egegnen in
den weiteren Kapiteln ständig Winkel zwischen vorliegenden Vektoren. Kosinus- und Sinus-
formel sind sehr nützliche Antworten darauf.

Im vorliegenden Buch werden alle notwendigen Asp ekte in einer einheitlichen Notation vor-
gestellt un d motiviert. Trotzdem mö chte ich als Einstiegsliteratur zur Linearen Algebr a das
Buch von Gilb ert Strang empfehlen [66]. Es b ietet sehr anschaulich verschiedene Herange-
hensweisen an das Verständnis um und mit Vekt or en und bietet praktische T ipps . Alt ern at iv
dazu lassen sich die Inhalte auch als Online-Videoreihe 3 konsumieren. Wenn es um ein e For-
melsammlung zu aktuellen Algorithmen un d mathematischen Konzepten geht, ist sicherlich
das Buch von Lengyel ein guter Ratgeb er [42].

4.5. Übungsaufgab en

1. Warum notieren und b ehandeln wir Vektoren, die Farb en repräsentieren, anders als
Vektoren, die b eispielsweise Richtungen o der Positionen repräsentieren?

2. Zeigen Sie anschaulich, dass ~w + ~v = ~v + ~w, also d ie Kommutativität für die Vektor-
addition, gilt.

3. Berechnen Sie die Skalarpro dukte ~u � ~v, ~u � ~w, ~v � ~w und ~w � ~v mit ~u = ( � 0:6; 0:8),
~v = (3 ; 4) und ~w = (4 ; 3).

3http://www.academicearth.org/courses/linear-algebra/
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4.5. Übungsaufgab en

4. Zeigen Sie, dass das Kreuzpro dukt ~v � ~w zweier 3-dimensionaler Vektoren ~v und ~w
einen Vektor liefert, der senkrecht zu ~w steht.

5. Beweisen Sie folgendes Theorem: Gegeb en seien zwei 3-dimensionale Vektoren �! v und
�! w , dann erfüllt das Kreuzpro dukt die folgende Gleichung:

k~v � ~wk = k~vk k~wk sin �

Hinweis: Beginnen Sie zunächst damit, die linke Seite zu quadrieren und geeignet um-
zuformen. Es sollte folgender Term entstehen: k~vk2 k~wk2 � (~vT ~w)2 . Die Au �ösung des
Kreuzpro dukts zweier 3-dimensionaler Vektoren im rechtsh än digen Ko ordinatensystem
war j a gerade:

~a � ~b =

2

4
a2b3 � a3b2
a3b1 � a1b3
a1b2 � a2b1

3

5

Anschlieÿend können wir die Kosinusformel einsetzen und den cos-Term geschickt in
sin üb erführen, da laut Pythagoras auch gilt 1 = cos2� + sin 2� .

6. Warum hätte die japanische Halb-Schwest er des (auf Hawaii leb enden) trigonometri-
schen Got tes der Winkel �Sohcahtoa�, den folgenden Namen erhalten: �Cotaosechacos-
ho�?

7. Erklären Sie in einfachen Worten die Motivation hinter der Unterscheidung der Klassen
Vektor2D bzw. Vektor3D und der Klasse LineareAlgebra . Was hat es in diesem
Zusammenhang mit dem privaten Konstruktor auf sich ?

8. In der Klasse TriangleInterpolation im Package kapitel04/loesungen �n-
den Sie vier unterschiedliche Lösungen für die baryzentrische Interp olation. Finden Sie
durch geeignete Tests heraus, ob alle vier Lösungen korrekt sind. Üb erlegen Sie sich
ein geignetes Verfahren, um die Performance der vier Lösungen zu vergleichen.

9. Verwenden Sie die baryzentrische Int erp olation in einer interaktiven GUI in Java. P lat-
zieren Sie drei Punkt e (gröÿere Kreise) mit der Maus auf den Bildschirm. Achten Sie
darauf, dass die drei Punkte ein Dreieck aufspannen. Jeder Punkt repräsentier t einen
unterschiedliche Farbwert . Jetzt kann die Maus einen Punkt innerhalb des Dreiecks
anklicken und es erscheint ein neuer Punkt (gröÿerer Kreis), der mit dem durch die
baryzentrische Interp olation ermittelten Farbwert gefüllt ist . Punkte die auÿerhalb des
Dreiecks angeklickt werden sollen entsprechend visualisiert werden.
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