


-

(&)

~L
o™
-
o~
_
-

a -

11Vn) Vi 2 R

(vi;Vo; 1t

Y =



Vektoren transponieren

N
2 37
Vi
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Genauigkeit und Vektorkomponenten
V1; V200 Vn
Float
Floats
n ¥ = (V1;V2;:i0;Vn) Vi
2 3 v
My Wy Ay
Vektor3D a = new Vektor3D(1.0f, 0.2f, 0.2f);
float x = ax;
float y = ay;
float z = a.z
Vektor2D Vektor3D
Vektoren strecken, stauchen und umdrehen
n v r r2R
3 2 3
Vi vy
Vo vo
v=r =
Vi rvp
r> 1 O<r< 1




4.1.1. Implementierungen von Vektor2D und Vektor3D

Vektor3D 3
1 |/ kapitelo4/Vektor3D.java
2 | public class Vektor3D {
3 public float X, Y, Z;
4
5 public  Vektor3D() {
6 this (0, 0, 0);
7 }
8
9 public ~ Vektor3D( float x, float z) {
10 this .x=x;
11 this .y=y;
12 this .z=z;
13 }
14
15 public  Vektor3D(Vektor3D vec) {
16 this (vec.x, vec.y, vec.z);
17 }
18
19 |}
Vektor3D Vektor2D
Erweiterung um die Klasse LineareAlgebra
Vektor2D Vektor3D
Vektor2D a = new Vektor2D(4.0f, 3.0f);
Vektor2D b = new Vektor2D(2.0f, 1.0f);
Vektor2D ¢ = new Vektor2D(a);
c.add(b);
LineareAlgebra
Vektor2D a = new Vektor2D(4.0f, 3.0f);
Vektor2D b = new Vektor2D(2.0f, 1.0f);
Vektor2D c = LineareAlgebra.add(a, b);

LineareAlgebra

Math
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Addition von Vektoren
o] Vektor3D
Vektor3D a = new Vektor3D(1.0f, 0.2f, 0.2f);
Vektor3BD b = new Vektor3D(2.0f, 0, -3.0f);
9]
2 3 2 3
ax Q( aX + h(
-a:4 ay5 b:4Q/5 -a+‘b:4 ay+['%/5
a; b, a;+ by

‘Vektor3D ¢ = new Vektor3D(a.getX()+b.getX(), a.getY()+b.getY(), a.getZ()+b.getZ());

Vektor3D

‘VektorSD ¢ = new Vektor3D(a.x+b.x, a.y+b.y, a.z+b.z);

public




Performancetest Funktionsaufrufe

/I kapitel04/VektorExperimente.java
long startZeit = System.currentTimeMillis();
for (int i=0; i<100000; i++) {
c = new Vektor3D(a.getX()+b.getX(), a.getY()+b.getY(), a.getZ()+b.getZ());

long stopZeit = System.currentTimeMillis();
System.out.printin("Dauer "+(stopZeit-startZeit)+" ms mit Funktionsaufrufen”);

startZeit = System.currentTimeMillis();
for (int i=0; i<100000; i++) {
c = new Vektor3D(a.x+b.x, a.y+b.y, a.z+b.z);

stopZeit = System.currentTimeMillis();
System.out.printin("Dauer "+(stopZeit-startZeit)+" ms ohne Funktionsaufrufe");

Dauer 90 ms mit Funktionsaufrufen
Dauer 10 ms ohne Funktionsaufrufe

Vektoraddition im wahren Leben

4 14 5

Gehe hundert Schritte in Richtung Norden, dann funfzehn Schritte in Richtung Sidosten
zur alten Eiche ...

a+ b+ e+ d= +
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4.1.2. Vektorrichtung zum oder vom Licht
v v=( 1,2,0)
¥
2 3 2 3
1 (1 (1 1
v=( 1) v=( 1) 4 25=4 (1) 25=4 25
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4.1.3. Skalare und Vektoren

sk :::
W = SV s> 1 O<s< 1

~O-

71\

Objekt E . / Lichtquelle

s<O0

/I kapitelO4/LineareAlgebra.java

public static Vektor3D mult(Vektor3D vec, float  s){
return new Vektor3D(vec.x *S, vec.y *S, VeC.z *S);

}

public static Vektor3BD mult( float s, Vektor3D vec){
return  mult(vec, s);
}

4.1.4. Vektorlange, Normierung und inneres Produkt

Lhttp://www.physics.okayama-u.ac.jp/jeschke_homepage/TPI/GriechischesAlphabet.pdf
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Links: Wir sehen hier verschiedene Ein Usse der Multiplikation mit Skalaren auf Vektoren. Der
Vektor ¥ wird mit 2 verdoppelt und 1 in seiner Richtung umgedreht. Der Vektor w dreht sich mit % um und
wird gleichzeitig in der Lange halbiert. Rechts: Die Langen von Vektoren werden sehr hau g verwendet. Wahrend
die Langen der Vektorend und ¥ aufgrund ihrer Lage auf derx- bzw. y-Achse sehr einfach abzulesen sind, kommt

bei der Langenberechnung von# die Wurzel zum Einsatz.

Lange oder Magnitude eines Vektors

v k k
q
— — 2 24 e 2
length(¥) = kvk = vi+ v5+ 111+ V3
/I kapitelO4/LineareAlgebra.java
public static float length(Vektor3D vec){
return  (float )Math.sqrt(vec.x *Vec.Xx + vecy *vecy + vec.z *vec.z);
}
Math.sqrt
public static float lengthSquare(Vektor3D vec) {

return  (float )(vec.x *vec.x + vec.y *vecy + vec.z *Vvec.z),

}

lengthSquare(v) > lengthSquare (w)

length(v) > length (w)
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sin@
-7 2} 7=(1,0)
cos
-J
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ty = COS ty = sin ola=1 cos? +sin? =1
Normierung eines Vektors
1
1 v
— ¥
Y= vk
norm (%)
v 1 w=norm(v) = ¢
W N kwk = 1
¥ = norm (v) norm (v)
public static Vektor3D norm(Vektor3D vec) {

if  (vec.isNullvector())

return new  Vektor3D(div(vec, vec.length()+0.00001f));
else

return new  Vektor3D(div(vec, vec.length()));

/I kapitelO4/LineareAlgebra.java
public static Vektor3D norm(Vektor3D vec) {
return  (vec.isNullvector())
? new Vektor3D(div(vec, vec.length()+0.00001f))
new Vektor3D(div(vec, vec.length()));

(0,0;0) 0




Skalarprodukt, inneres Produkt oder Punktprodukt

¥ oW
dot product

/I kapitelO4/LineareAlgebra.java

public static float dotProduct(Vektor3D vecl, Vektor3D vec2) {
return  vecl.x *vec2.x + vecly vec2y + vecl.z *vec2.z;

}

xo
v w= (VR
i=1
0
2 v W
Theorem ¥w 0 ¥ oW
Beweis v w
Y W kvk?+ kwk? =

kv wk?

(Vi wi)?+(v2  wp)?

Vi 2w + W2+ VE 2Vowp + W3
V1w 2VoWo

ViWg + VoW

= vw

2 L \2 2 2
v%+v%+w%+w%
Vi+ V5 + Wi+ w5

0
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4.1.5. Die Kosinusformel

Y W

€OS = Ik kwk

Az

/I kapitelO4/LineareAlgebra.java

public static float kosinusFormel(Vektor3D vecl, Vektor3D vec2) {
return  dotProduct(vecl, vec2) / (vecl.length() *vec2.length());

}

Winkel in Grad oder Bogenmay

radiant

180
rad = ﬁ)deg deg= —rad

degree
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Geometrische Herleitung der Kosinusformel

4 xyw X2+ y? = w?
y2=w?  x2

4 (v+Xx)yc

(V+ x)%+ y?

(V+ x)2+ w?  x2
VZ+2vux+ x2+ w?  x?

tan
sin

2http://www.mathwords.com/s/sohcahtoa.htm

vZ + w2 + 2vx

Ilo

I
T SRTVATORTY

sin cos

cos = & tan =

wlo



cos( )=

2x

cos( )= cos

X= W COs

2

vZ+ w? 2vw cos =

2VW CO0S 0



n 2 f
I3 P

kv wiC = vk’ + kwikd  2kvickwik cos
p (Vi w)? = L v+ L w2 2kvkkwkcos
b 2viw; = 2kvkkwkcos
L viwg = kvkkwkcos
" w = kvk kwk cos cos = 7VT W
kvk kwk
cos =¥ w

Vielseitiger, praktischer Einsatz

v W
cos

90°

x <

7 =(0;1;,0)
=(0; 1,0)



max (¥' w;0)

v w= max(v" w;0)

LineareAlgebra

clamp

/I kapitelO4/LineareAlgebra.java

public static double clamp( double x, double min, double max) {
if (X < min) return min;
else if (x > max) return max;
return  X;

clamp

4.1.6. Das Kreuzprodukt

3 ¥ = (Vx; Vy;Vz)
right hand rule

¥oowW=(VWWz VoW VW VW Vi Wy Wy Wy )

A

W

W= (W Wy W)



Theorem v oW 3 W
N
Beweis 0
(¥ WY = (WW, VW VoW, VW Ve Wy Vy Wy )T
- y Wz z Wy, Vz Wx x Wz, Vx Wy y VWx
= (WWzVx  VaWy V) + (VZWy Wy VW) + (VWyV Wy Wy V)
=V Wo Vo VWV + Va WV VWV + VWV, Vo WV
=0
W
X y
LPQ
P Q p=P
L L=rT
r

4.2.1. Euklidische Distanz

disteuk
disteyk (A;B) = kA Bk = length(a 1)
A B A B
/I kapitelO4/LineareAlgebra.java
public static float euklDistanz(Vektor3D vec, Vektor3D vec2) {

return  length(sub(vec2, vec));

}




4 P1P2P3

w kvk sin

4.2.2. Die Sinusformel

_ kv owk

kv wk = kvk kwk sin sin vk Kok

Flache eines Dreiecks

4 P1P,P;

1
F=5SkP2 Py (Ps Pk



4.2.3. Baryzentrische Interpolation

Fall 1: Gesuchter Punkt ist Eckpunkt des Dreiecks

P A P = (Xp;¥p) A =(Xa;Ya) Ma
mp Mp = Mp

Fall 2: Gesuchter Punkt liegt zwischen zwei Eckpunkten

P A B
P =(Xp;¥p) A=(Xa;ya) B=(xg;y8) Ma Mg mp
P A P B
AB P=uA+vVvB u Y
u v
_ kP Bk _ kP Ak

1B Ak YT kB AK

mp Mmp = Umpa + VMg



Fall 3: Gesuchter Punkt liegt innerhalb des Dreieck
P 4 ABC

P =(Xp:¥p) A =(Xa;ya) B =(xg:ys) C =(Xc;yc) ma mg
Mc mp

u+v+w=1 P=uA+vB + wC
uv w

(xs xp)(yc Yp) (Xc Xp)(Ys Yp)

4= (X8 Xa)yc Vys) (Y8 VYa)Xc XB)
V= (Xc Xp)ya Yp) (Xa Xp)(Yc Yp)
(xs xa)(yc ys) (Y8 VYa)Xc Xs)
we Xa xe)ys yp) (xg  Xe)(ya Yp)
(Xe Xa)yc Vys) (Y8 VYa)Xc Xs)
u+v+w=1
w=1 (u+v) mp

Mmp = Umpa + VMg + WMmc

Implementierung der Baryzentrischen Interpolation

denom denominator
/I kapitelO4/LineareAlgebra.java
public static double barycentriclnterpolation(Vektor2D P, Vektor2D A,

Vektor2D B, Vektor2D C, double m_a, double m_b, double m_c) {
double denom = 1./((B.x-A.x) * (Cy-By) - (B.y-Aly) * (C.x-B.x));
double u = ((B.x-P.x) * (Cy-P.y) - (C.x-P.x) * (B.y-P.y)) * denom;
double v = ((C.x-P.x) * (Ay-Py) - (Ax-P.x) * (C.y-P.y)) * denom;
double w =1.-u-v;
return  u*m_a+vx m_b+w m_c;

}
LineareAlgebra.barycentricinterpolation LA.barint

/I kapitel04/VektorExperimente.java
Vektor2D A = new Vektor2D(1,3);
Vektor2D B = new Vektor2D(10,6);
Vektor2D C = new Vektor2D(12,2);
double m_a=10, m_b=8, m_c=4;
System.out.printin(LA.barint(A, A, B, C, m m_b, m_¢
System.out.printin(LA.barint(B, A, B, C, m_a, m_b, m_c));
System.out.printin(LA.barInt(C, A, B, C, m_a, m_b
Vektor2D M_AB = LineareAlgebra.sub(B, A);
M_AB.mult(0.5);

M_AB.add(A);

M_AB.show();
System.out.printin(LA.barint(M_AB, A, B, C, m_a, m_b, m_c));
System.out.printin(LA.barInt( new Vektor2D(7,5), A, B, C, m_a, m_b, m_c));
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( ) [0;1] (0;0;0)
1;1;1
G = min (max(c;0);1) G
k=R;G;B [0; 1]

c+d=(cg +dg;Cs + dg;Cg + dg) c d=(cr dr;cc dg;cs dg)

f =(1:0;0:2;0:2)
h = (0:5;0:5;0:5)
f h=(0:50:1,0:1)
S SC = (SCr;SCs; SCa)

W+ V= v+ w

H vV Hd4 WY W Wy 4= ( 06 0:8)
v=(3;4) w=(4;3)

3http://www.academicearth.org/courses/linear-algebra/



kv wk = kvkkwk sin

kvk® kwk? (v w)2

3
2 3
aby  azby
a B=4 ash abs O
ahy axhy
cos
sin 1=cos + sin?
Vektor2D Vektor3D LineareAlgebra

Trianglelnterpolation kapitelO4/loesungen



