9. Grundlegender Umgang mit
Matrizen

Vektoren und Matrizen gehéren thematisch zur Linearen Algebra und zum Handwerkszeug
eines Computergrafikers. Im Zentrum stehen dabei zwei Operationen, die mit Vektoren aus-
gefiihrt werden (siehe Kapitel 4): Addition von Vektoren Y und W zu U + W sowie die
Multiplikationen von Vektoren mit Zahlen a und b zu a7V und bW. Die Kombination der
Operationen ergibt die sogenannte Linearkombination av +bW.

Matrizen werden uns die Arbeit erleichtern, zentrale Aufgabenstellungen der Linearen Alge-
bra, wie z. B. das Losen von Gleichungssystemen oder die Transformationen zwischen Koor-
dinatensystemen zu realisieren.
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Es gibt eine Reihe von sehr fortgeschrittenen Matrix-Bibliotheken in Java. Da sind sicher-
lich JAMA | la4j und EJML zu nennen. Um sich einen Uberblick zu den Performance-
Unterschieden der Bibliotheken zu verschaffen, liefert JMatBench (Java Matrix Benchmark)
interessante Testergebnisse fiir unterschiedliche Plattformen.

Die implementierten Matrix-Methoden und die besseren Ergebnisse im Vergleich zu den
alternativ vorhandenen Bibliotheken sprechen momentan fiir EJML. Es werden dazu ein-
fach die vorhandenen jar-Dateien als Bibliotheken eingebunden. Zu den in diesem Kapitel
vorgestellten Matrix-Operationen werden bei Bedarf Beispielprogramme gezeigt.

Fiir die Bezeichnung von Matrizen werden wir Groffbuchstaben A, B, ... verwenden. Eine
Matrix A ist dabei immer eine rechteckige Darstellung von Zahlen in eckigen Klammern.
Hier haben wir bspw. die Matrix A mit vier Eintrigen:

a a
A= 11 12
az1 a2

Die Indizes der Matrixinhalte ajj entsprechen der Position in der Matrix. Dabei liefert ¢ die
Zeile und j die entsprechende Spalte. Wir sehen hier einen grundlegenden Unterschied zu
den Koordinatenpositionen, wie wir sie bspw. von Pixeln kennen (siehe z.B. Abschn. 4.1).
Dort wird zuerst z, also die Spalte, und dann die Zeile y angegeben.

Wenn wir die Ausmafie der Matrix, also die Gestalt bzw. Dimension, konkret angeben wollen,

dann bezeichnen wir sie als m x n-Matrix mit m Zeilen und n Spalten. Unsere Matrix A ist
demnach eine 2 x 2-Matrix. Manchmal notieren wir eine Matrix auch so:

A = aj ]
Diese Notation hat den Vorteil, dass wir Operationen direkt {iber die Matrixelemente be-

schreiben konnen. Davon werden wir spater noch Gebrauch machen.

Zur Darstellung von Matrizen kénnen wir aus EMJL die Klasse SimpleMatrix =~ verwenden,
die Elemente mit 64-Bit-Floats speichert. Mit literaler Erzeugung (siehe z. B. [63]) kénnen
wir beispielsweise die Matrix A erstellen:

double [][] a = {{all, al2}, {a21, a22}};
SimpleMatrix A = new SimpleMatrix(a);

Beide Zeilen zusammengefasst fiihrt zu folgendem Ausdruck:

SimpleMatrix A = new SimpleMatrix( new double [][] {{all, al2}, {a21, a22}});
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Die Methode toString , die zu allen Klassen gehort, wurde hier in der Klasse Simple-
Matrix iiberschrieben, so dass der folgende Aufruf als Ausgabe in der Kommandozeile den
Inhalt der Matrix wiedergibt:

System.out.printin(A);

Das werden wir schon in den nichsten Beispielen sehen. Die API zu EMJL finden wir als
JavaDoc ebenfalls auf der Webseite .

Wir kénnen Vektoren transponieren, also einfach die Zeilen zu Spalten machen oder umge-
kehrt (siehe Abschn. 4.1). Bei Matrizen geht das ebenfalls sehr intuitiv:

2 3
5

T

|
ro123 " ,
M‘004_§

- O O

In Abb. 9.1 sehen wir die entsprechende Spiegelachse, die beim Transponieren Verwendung
findet. Damit ist auch klar, dass bei zweimaliger Anwendung der Transposition das Original
wieder entsteht, also (MT)T = M ist. Schauen wir uns das letzte Beispiel noch einmal an:

SimpleMatrix A = new SimpleMatrix( new double [J[] {{1, 2, 3}, {0, O, 4}});
System.out.printin(A);

A = A.transpose();

System.out.printin(A);

A = A.transpose();

System.out.printin(A);

Die Methode transpose  iibernimmt das Vertauschen von Zeilen und Spalten.
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Aus einer 2 x 3-Matrix mit zwei Zeilen und drei Spalten erhalten wir durch Transponieren
eine 3 x 2-Matrix mit drei Zeilen a zwei Spalten. Ein weiteres Transponieren fiihrt wieder
zur urspriinglichen Matrix A:

Type = dense real , numRows = 2 , numCols = 3
1,000 2,000 3,000
0,000 0,000 4,000

Type = dense real , numRows = 3 , numCols = 2
1,000 0,000
2,000 0,000
3,000 4,000

Type = dense real , numRows = 2 , numCols = 3
1,000 2,000 3,000
0,000 0,000 4,000

Die Abarbeitung erfolgt wie bereits besprochen.

Matrizen lassen sich analog zu Vektoren sehr einfach addieren und subtrahieren (sieche Ab-
schn. 4.1.1). Wenn wir zwei Matrizen A und B addieren bzw. subtrahieren wollen, dann
findet das wieder komponentenweise statt:

A+B=C= [cik],mitcik = ajk =* bk

Dazu miissen die Matrizen selbstverstindlich die gleiche Gestalt aufweisen, also die gleiche
Anzahl von Zeilen und Spalten enthalten. Wir kénnen das auch kompakt ohne die Verwen-
dung von C beschreiben mit A + B = [ai =+ bi |-

Schauen wir uns ein konkretes Beispiel mit zwei 3 x 2-Matrizen an:

2 3 2 3 2 3
1 -1 2 0 3 -1

4 4 0544 1 —25=-4 3 _25
-2 3 1 0 -1 3

Der erste Matrixeintrag im Ergebnis ergibt sich aus 1 + 2 = 3. Das gleiche Zahlenbeispiel
wollen wir jetzt in Java umsetzen:

SimpleMatrix A = new SimpleMatrix( new double [J[1 {{ 1,-1}, { 4, 0}, {-2, 3}});
SimpleMatrix B = new SimpleMatrix(  new double [I[] {{ 2, 0}, {-1,-2}, { 1, O}});
System.out.printin(A.plus(B));

Als Ausgabe erhalten wir wie erwartet:

Type = dense real , numRows = 3 , numCols = 2

3,000 -1,000
3,000 -2,000
-1,000 3,000

Das Ergebnis konnen wir jetzt mit dem vorangegangenen Zahlenbeispiel vergleichen. Der
»IType=dense real” steht iibrigens fiir die bereits zu Beginn des Abschnitts erlduterten 64-
Bit-Float.
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Matrizen lassen sich auch analog zu Vektoren mit Skalaren, also reellen Zahlen, multiplizieren
(siehe Abschn. 4.1):

kAZk‘[CLik]Z[k“aik}, mitk € R

Jedes Matrixelement wird mit dem Skalar entsprechend multipliziert. Auch hierzu ein kleines

Beispiel:
3 3 3
5 5 5

2 ) 2 2
2.4 1 —4 _4

3

o N O
N DN DN
W = =
N DN DN
o N O
DN N
O = O

Durch die Multiplikation der Matrix mit 2 wurden alle Komponenten der Matrix verdoppelt.
In Java konnen wir fiir die Multiplikation mit einem Skalar die Methode scale nutzen:

SimpleMatrix A = new SimpleMatrix( new double [[] {{1, 0}, {1, 2}, {3, O}});
System.out.printin(A.scale(2));

Als Ausgabe erhalten wir das erwartete Ergebnis:

Type = dense real , numRows = 3 , numCols = 2

2,000 0,000
2,000 4,000
6,000 0,000

Jetzt sind wir gut vorbereitet, um mit der Multiplikation von Matrizen zu beginnen.

Bevor wir damit beginnen, Matrizen zu multiplizieren, schauen wir uns einen einfacheren
Fall an. Zuniichst werden wir eine Matrix M mit einem Vektor 7’ multiplizieren:

n Spalten
3

Z S
mi1 mi2 . min

2 3
mo1 Mmoo e mon T2
M7 = E . . . zg . z n Zeilen

Mm1 Mm2 ... MMmn Tn

Multiplikation der Form M 7 = 3/ werden auch oft als lineare Transformation des Vektors #
in 7/ bezeichnet. Zwei wichtige Bedingungen sehen wir bereits durch die vorgegebenen Indizes
und die Reihenfolge. Die Matrix M steht links und hat n Spalten mit jeweils m Zeilen. Der
Vektor 2 steht rechts und hat n Zeilen. Um eine Matrix-Vektor-Multiplikation auszufiihren,
miissen genauso viele Zeilen im Vektor vorhanden sein wie Spalten in der Matrix.

Es gibt jetzt zwei Moglichkeiten, um die Multiplikation zu bewerkstelligen. Beide helfen, die
Zusammenhénge besser zu verstehen.
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Bei der zeilenweisen Multiplikation werden wir die vorhandenen Zeilen der Matrix als Spal-
tenvektoren auffassen und jeweils mit dem Vektor 7 multiplizieren:

2 3 2 3
(Zeile 1) 7 (m1, mi2, ..., Min)e 7
(Zeile 2) (ma1, mg2, ..., Mman)e K
M7 = = . o :
(Zeile m) o7 (Mm1, Mm2, .., Mmn)e T

Obwohl hier die Vektoren zeilenweise stehen (Zeile 1), handelt es sich um Spaltenvektoren
in Zeilenschreibweise (siche Abschn. 4.1). Fiir die Multiplikation werden wir pro Zeile das
Skalarprodukt e anwenden (siche Abschn. 4.1.4). Schauen wir uns kurz ein konkretes Zah-
lenbeispiel an:

3

Z: (=2)-140-2 =2

2
9 0 . 1 g(Z,O)O
1-1+3-2 7

2 - (1,3) e

—
w
N — DN

Jetzt sehen wir auch, welche Gestalt das Ergebnis hat (siehe linkes Beispiel in Abb. 9.2).
Wenn wir eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer symmetrischen Matrix M und ei-

nem Vektor 7 ausfiihren, erhalten wir als Ergebnisvektor b wieder einen Vektor mit der
Dimension von 7
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Wenn wir die spaltenweise Multiplikation durchfiihren, ergibt sich fiir die einzelnen Vektor-
komponenten folgende Rechnung:

M7 = ax1-(Spaltel) + xo - (Spalte2) + ... + a, - (Spalten)
= x1-(m11,ma1,...,mm1) + 22 - (M2, M22, ..., Mm2) + . ..
+xn ‘(m1n7m2n7~--ammn)

Auch hier nutzen wir fiir die bessere Darstellung Spaltenvektoren in Zeilenschreibweise. Jetzt
wollen wir das gleiche Zahlenbeispiel verwenden wie bei der zeilenweisen Multiplikation:

-2 0
L3 —1. +9. = + =

Die Ergebnisse sind wie erwartet identisch. Mit der Methode mult aus der Klasse Simple-
Matrix konnen wir zwei Matrizen multiplizieren:

SimpleMatrix A = new SimpleMatrix( new double [I[] {{-2, 0}, {1, 3}});
SimpleMatrix B = new SimpleMatrix( new double [ {{1}, {2}});
System.out.printin(A.mult(B));

In Java konnen wir das gleich mal verifizieren:

Type = dense real , numRows = 2 , numCols = 1
-2,000
7,000

Auch hier erhalten wir (—2,7) als Ergebnisvektor.

Da die Verarbeitung einer GPU darauf spezialisiert ist Matrizen mit Vektoren zu multiplizie-
ren, lohnt es sich, Matrizendarstellungen fiir spezielle vektortypische Operationen zu finden.
Wir erinnern uns noch an das Kreuzprodukt von zwei Vektoren fiir ein rechtshindiges Ko-
ordinatensystem (sieche Abschn. 4.1.6). Als Ergebnis erhalten wir einen Vektor der senkrecht
zu den beiden steht:

2 3
VW3 — V3W2

7 XE?:‘]' V3w — U1Ww3 5
V1w — Vw1

Jetzt sollte klar sein, dass wir daraus eine Matrix-Vektor-Multiplikation konstruieren kénnen,
die das gleiche Ergebnis liefert:

2 32 3
0 —7v3 V2 w1

ﬁxﬁ:M\,W:‘l VU3 0 —v15~4w25
—vp U1 0 w3

Das zu iiberpriifen ist einfach und wird eine der Ubungsaufgaben sein.
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Wir kénnen unser Wissen zur Matrix-Vektor-Multiplikation jetzt problemlos erweitern, um
Matrizen zu multiplizieren. Nehmen wir uns als Beispielmultiplikation die folgenden beiden
Matrizen:

2 32
1 00 2 4 -2
AB=4 -2 1 05.4 4 9 -35
0 0 1 -2 -3 -7

Interessanterweise miissen wir die zweite Matrix B nur als Auflistung von Spaltenvektoren
verstehen und diese einzeln via Matrix-Vektor-Multiplikation berechnen und anschliefsend
in der gleichen Reihenfolge als Matrix wieder zusammenfiigen. Schauen wir uns dazu das
Beispiel in Abb. 9.3 an. Wenn wir die Matrix-Matrix-Multiplikation AB = C fiir die Matrizen
A und B formal beschreiben wollen, dann berechnen wir fiir alle Eintrége:
" #
X
C=lc)= aik i
k=1

Dabei entspricht n der Anzahl der Spalten in A und der Anzahl der Zeilen in B. Die Matrix
C hat folglich genauso viele Zeilen wie A und Spalten wie B.

Eine interessante und auch sehr géngige Methode, Matrizen zu multiplizieren, steckt in der
geschickten Anordnung dieser. Oft wird sie auch als Falksches Schema bezeichnet (siehe Abb.
9.4) [165]. Die Matrizen werden rgumlich so angeordnet, dass es einfacher ist, die Ergebnis-
matrix zu erstellen. Dabei wird das Skalarprodukt der ersten Zeile aus A mit der ersten
Spalte aus B berechnet usw. Dadurch sehen wir auch sehr leicht, dass das Skalarprodukt
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komponentenweise Multiplizieren

n o o und die Exgebnisse aufsummieren ’
n
n m
1

| erste Zeile von M und

_ erste Spalte von N

M N =0 m m ergeben eine Zah

o n o 1
M n m
N n 0
@) m o

von Vektoren mit 7 e @ nichts anderes als die Matrixmultiplikation U7 - W darstellt und
einen Skalar liefert. Fiir 7 - W7 sehen wir dann auch schnell, dass wir eine m x n-Matrix er-
halten, wenn n der Dimension von % und m der Dimension von 0 entspricht. Der komplette
Sachverhalt wird noch einmal in Abbildung 9.5 visuell dargestellt.

Vektoren sind n x 1-Matrizen, obwohl wir sie im weiteren Verlauf trotzdem weiterhin speziell
notieren wollen. Wir miissen ab sofort die Skalarmultiplikation nicht mehr als besondere
Multiplikation von Vektoren darstellen, sondern fiigen die Operation in unser Wissen um
Matrizen ein und transponieren den ersten Vektor einfach.

Interessant wird das Schema auch, wenn wir mehrere Matrixmultiplikationen hintereinander
ausfithren wollen, so z. B. fiir ABCDZ = 3. Wir notieren dazu die Multiplikationen begin-
nend von rechts und liefern das Ergebnis fiir die nachfolgende Multiplikation nach unten.

Bei einer Multiplikation ist immer auch das neutrale Element interessant. Die folgende m xm-
Matrix I entspricht genau diesem neutralen Element der Matrix-Vektor-Multiplikation:

2 32 3
1 0 ... 0 mi1 mi2 e mMin
0 1 0 M1  M22 ... Mon
IM=¢% . L . . ) =M
0o o0 ... 1 Mm1 Mm2 ... Mmn

Das lasst sich auch leicht nachpriifen. Wenn I bspw. die Dimension n x n aufweist, schreiben
wir auch manchmal I;,. Wir bezeichnen n x n-Matrizen, deren Spaltenanzahl der Zeilenanzahl
entspricht, auch als quadratische Matrizen, da die Rechteckform einem Quadrat entspricht.

201



/\ identische Operationt

Skolarprodukt [ ]
n n
Vew = o 01 =
1
. n_
AuReres Produkt :
liefert eine Matrix T i~
n |
I
> — i
v-wli= =M
]
- ] -

keR

Inneres Produlct ol
liefert ein Skalar
ST  — n
view= 10t = keR
1
k
| |
\ W

Folgende kleine Ubersicht zu den wichtigsten Gesetzmifigkeiten mit den Matrizen A, B und
C und den Skalaren ¢, d, k, p und ¢, jeweils aus R, unterstiitzt bei der Berechnung von

Ausdriicken mit Matrizen:

A+ B

kA
(c+d)A
c¢(A+ B)
A+ (B+C)
AB
C-(A+B)
(A+B)-C
A(BC)
(AP)(A9)
(4Pya

([ N I

B+ A
Ak

cA+ dA
cA+cB
(A+B)+C
BA
CA+CB
AC + BC
(AB)C
AP*a

AP d

Hier steht AP fiir p Multiplikationen von A:
A= A Ay 4
p

Als eine wichtige Eigenschaft sollte immer klar sein: Die Matrizenmultiplikation ist in der

Regel nicht kommutativ.
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Wenn wir das Transponieren ebenfalls in die Betrachtungen mit einbeziehen (siche Abschn.
9.2.1), gelten neben dem bekannten Sachverhalt (AT)T = A u. a. noch folgende Dinge:

(A+B)1 = ATJ_rrBT
(c-A)" = ¢-A

(A-B)T = BT .AT
(A1 = (an)

Diese Rechenregeln kénnten wir nutzen, um bspw. einen Ausdruck geschickt umzustellen.
Beim folgenden Term wiirden wir aufgrund der Klammerung zunéchst A7 berechnen:

AT Y =TTATY =TT (A7)

Nach Anwendung der Rechenregeln, also Umstellung der Formel, sind wir jetzt in der Lage,
zuerst den rechten Teil AT zu berechnen und den Ergebnisvektor anschliefend mit 27 zu
multiplizieren.

Eine zentrale Problemstellung der Linearen Algebra ist die Losung von Linearen Gleichungs-
systemen. Dafiir gibt es eine Reihe von Darstellungsmoglichkeiten und Losungswegen [66].

Wenn wir bspw. zwei unbekannte Variablen z und y haben, ben6tigen wir zwei Gleichungen,
um eine Lésung zu finden:

|
o

z+y
20—y = 1

Eine Losung fiir diese Gleichungssysteme zu finden, falls es {iberhaupt eine gibt, werden wir
in den folgenden Abschnitten vorstellen. Hier wollen wir durch Einsetzen erstmal priifen,
dass die Losung x = 1 und y = 1 beide Gleichungen erfiillt und es damit eine Losung gibt:

I
2o

1+1
2-1-1

I
—

Die beiden Gleichungen als Zeilen geschrieben ergeben ein Lineares Gleichungssystem im
Zeilenbild. Die zwei Gleichungen sind auch als zweidimensionale Geraden im Raum inter-
pretierbar und die Losung ist dann der Schnittpunkt dieser beiden Geraden (siche Abb. 9.6
links).
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2x-y=1
o -y sind pavallel ¢
3 3]  sind deckungsgleich
AN 12) i ) 3x+3y=2 2, x+y=2
Losung des Gleichungs- 3x+3y=6
1 /8 @y syt LOLD "] '
T T T T o
S 2 3 4 x 2 14 1 2 3.4 X
1,-1) _
i x+ty=2 2
2x y=1 X+y=2
L(1;1) X
y=1 ;2) @ 1) (2;1)

X+y=2 3x+3y=2
X+y=2 3x+3y=6

Wir kénnen das Gleichungssystem alternativ auch als Spaltenbild angeben:

L

Weiterhin lisst sich das Lineare Gleichungssystem auch als Matrizengleichung der Form
Ax = b darstellen:

Wir stellen fest: Zeilenbild, Spaltenbild und Matrizengleichung sind dquivalente Mdoglichkei-
ten, Gleichungssysteme anzugeben.

Es gibt verschiedene Ansitze, diese Gleichungssysteme zu l6sen. Ein sehr verbreitetes ist
das Gaufssche Eliminationsverfahren [66]. Dabei wird durch geschicktes Umformen ein Drei-
eckssystem erzeugt. Dieses kann dann durch Riicksubstitution, also das Einsetzen von unten
nach oben, gel6st werden.

Ziel ist es, die Zeilen

|
b

z+y
20 —y

|
—

derart umzustellen, dass wir zunéchst eine der beiden Unbekannten ermitteln kdnnen und
daraus die Losung fiir die zweite erhalten.
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Um « aus der zweiten Zeile zu eliminieren, subtrahieren wir ein Vielfaches der ersten von
der zweiten Gleichung. In diesem Fall ist das Zweifache sicherlich naheliegend.

Damit fallt der z-Term weg und wir erhalten eine direkt 16sbare Aufgabe:

z+y = 2
y = 1
Als Losung erhalten wir in der unteren Zeile y = 1. Dieses in die obere Zeile eingesetzt

fiihrt zu = = 1. Ein Gleichungssystem mit genau einer Losung nennen wir ein reguléres oder
nicht-singuléres Gleichungssystem.

Das Verfahren funktioniert allerdings nicht immer. Nicht alle Gleichungen lassen sich iiber-
haupt oder eindeutig 16sen (sieche Abb. 9.6 rechts). Schauen wir uns dazu zwei Beispiele fiir
echtes Versagen an:

r+y = 2 = Tty = 2
3xr+3y = 3 oy = -3
Die untere Gleichung mit 0y = —3 zeigt uns, dass es in diesem Fall keine Losung geben kann.

Auch das zweite Beispiel scheitert:

r+y = 2 = r+y = 2
3r+3y = 6 oy = 0

In diesem Beispiel versagt das Verfahren, da es unendlich viele Losungen fiir y gibt. Der
Parameter y ist frei wihlbar. Wir nennen Gleichungssysteme, die keine oder unendlich viele
Losungen haben, auch singuldre Gleichungssysteme.

Nehmen wir als Beispiel die Reihenfolge der folgenden zwei Gleichungen:

Ox+y = 2 = 3z+3y = 3
3x+3y = 3 y = 2

Beim voriibergehenden Versagen konnen wir durch einfaches Vertauschen der Zeilen doch
noch eine Losung erzeugen. Ziel ist es ja, eine Dreiecksform zu erhalten. Wir erhalten durch
Einsetzen von y = 2 in die erste Gleichung die Losung z = —1.

Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten- bzw. Zeilenvektoren einer Matrix A wird
als Rang der Matrix bezeichnet und mit rang(A) angegeben. Nach dem Gaufschen Elimina-
tionsverfahren erhalten wir eine sogenannte Zeilenstufenform, bei der von oben nach unten
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pro Zeile eine Unbekannte entfernt wurde. Der Rang einer Matrix A entspricht nun der
Anzahl der Zeilen, die ein Element ungleich Null enthalten.

Mit Matrizen kénnen wir Vektoren transformieren, das haben wir bereits gesehen. Manchmal
ist es aber auch notwendig, die Vektoren wieder in den Ursprungszustand zu bringen. Wir
suchen also eine Art Umkehrmatrix.

Angenommen, wir haben eine quadratische Matrix M der Dimension n x n und wollen
eine Matrix M ! finden, so dass MM ' = I,. Wir bezeichnen M * auch als Inverse bzw.
Kehrmatrix von M. Mit einer inversen Matrix konnen wir Gleichungen 16sen, wie z. B. MV =
W, wobei V unbekannt ist. Schon wére es also, die Gleichung entsprechend umzustellen.
Wenn wir beide Seiten mit M ! multiplizieren, erhalten wir:

V=M1W

Wenn die Matrix M orthogonal ist, gilt jetzt sogar M ' = MT. Diese Eigenschaft ist sehr
niitzlich und wird uns spater im Tangentialraum die Arbeit erleichtern.

Matrizen, fiir die wir eine inverse Matrix angeben kénnen, nennen wir reguldre Matrizen.
Nun gilt aber leider, dass nicht jede Matrix auch invertierbar ist. Schauen wir uns eine solche
Matrix A an:

1 2 bir bz bia 4201 bio + 202
A-B= 0 0 by b 0 0 71
Wir finden keine Matrix B, die als Resultat die Identitdtsmatrix liefern kann. Solche nicht
invertierbaren Matrizen werden auch als singulidre Matrizen bezeichnet. Ob eine Matrix
invertierbar ist, kann mit der Determinante bestimmt werden.

2x2

Um die Determinante einer 2 x 2-Matrix zu bestimmen, rechnen wir:

detab:a

b
c d c d = ad —be

Wir konnen iiber die Funktion det oder die geraden Senkrechten ausdriicken, dass wir damit
die Determinante berechnen wollen. Generell gilt: Ist die Determinante einer Matrix gleich
Null, dann ist sie singulér.
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det

miy1
mo1
msy1

mio
moo
m32

mi mi12

mo1 Moo

mgy M32

mi3
ma3
m33

/
mi3

mo3
ms3

maoy
ms3y

Geometrische Lnterpretationen

y y
]
m.
- - [mz]
mi1 M2 | x /| x
el
moo z

Determinante einer 2 X 2-Matriz Determinante einer 3 X 3-Matrix

m3o

In Java erhalten wir die Determinante iiber die Methode determinant:

SimpleMatrix A =

new SimpleMatrix(
System.out.printin(A.determinant());

new double [I[] {{-2,1},{0,4}});

Jetzt lassen wir die Determinante durch die Ausfithrung ermitteln:

-8.0

Das Ergebnis ist richtig, denn es gilt:

-2 1
0 4

det (—2)-4—1-0= -8

Sich parallel zu den theoretischen Uberlegungen eine praktische Toolbox zu entwickeln, hilft
Beispiele nachzurechnen und neue Aufgaben 16sen zu kénnen.

3x3

Die Determinante einer 3 x 3-Matrix lasst sich bspw. iiber die Regel von Sarrus (sieche Abb.
9.7 links) bestimmen:

2
mi1

det 4 mo1
mai

mai2
m22
ms2

3
mi3
ma3 © = mairmapmaz + MiaMazmar + Mizmarmay
m33 —M13M22M31 — M11M23M32 — M12M21M33

Sie stellt allerdings einen Spezialfall der Leibniz-Formel dar, mit der sich Determinanten fiir
allgemeine, quadratische Matrizen angeben lassen [31]. Da wir uns hauptsichlich in einem
3D-Raum aufhalten, soll das an dieser Stelle erst einmal geniigen.
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Wenn wir die Determinante einer 2 x 2-Matrix

mi1  Mmi2
m21  M22

M =

bestimmen, berechnen wir den Flidcheninhalt eines Parallelogramms, bestehend aus den bei-
den Achsen (mai1, mi2) und (mg1, mg2) (siche Abb. 9.7 rechts). Entsprechend ergibt die
Determinante einer 3 x 3-Matrix M das Volumen eines Parallelpipeds.

Wir halten noch einmal fest: Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinan-
te ungleich Null ist. Es gibt verschiedene Verfahren, um inverse Matrizen zu berechnen. Wir
konzentrieren uns auf konkrete Formeln, die fiir die Computergrafik und Spieleentwicklung
relevant sind.

2x2

1

Die Inverse M * einer reguldren 2 x 2-Matrix M ist gegeben durch [60]:

1_ 1 ) M2 —Mi2
det M —ma1 mai1

Hier wird der Kehrwert der Determinanten zur Normierung verwendet.

3x3

Etwas aufwindiger ldsst sich die Inverse fiir eine 3 x 3-Matrix M wie folgt konstruieren [60]:
2 3
. 1 M22M33 — M23M32  M13M32 — M12MM33  M121M23 — M13M22
= Jef M MesMal —maihgy Mi1TNgy — MMl M13M1 — M111M23
M21M32 — M22M31  M12M31 — M11M32  M11M22 — M12M21

Damit sind wir fiir die 3D-Welt gut geriistet und kénnen uns im nichsten Kapitel mit
Transformationen zwischen Rédumen beschiftigen.

Spitestens jetzt ist klar, Vektoren sind auch nur Matrizen. Das macht uns das Leben so-
gar einfacher, wie wir an der Skalarmultiplikation gesehen haben. Jetzt bendtigen wir diese
spezielle Operation nicht mehr; da es sich auch nur um eine normale Matrizenmultiplika-
tion handelt. Auch eine spezielle Operation wie das Kreuzprodukt konnen wir durch eine
Matrix-Vektor-Multiplikation darstellen. Das ist niitzlich, da moderne GPUs auf diese Art
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der Verarbeitung spezialisiert sind. Weiterhin haben wir grundsétzliche Operationen theo-
retisch kennengelernt und mit praktischen Programmbeispielen nachvollzogen. Der Vorteil
von Linearen Gleichungssystemen als Darstellung sehr unterschiedlicher Problemstellungen
gibt uns mit den vorhandenen Lésungsmethoden niitzliche Werkzeuge in die Hand.

Hier sei noch einmal ausdriicklich auf die Literatur von Gilbert Strang verwiesen [66], der
nicht nur ein Experte auf dem Gebiet der Linearen Algebra ist. Vielmehr seine didaktische
Herangehensweise fiir die teilweise sehr komplexe Thematik ist gerade fiir Einsteiger geeignet.
Fiir die Visualisierung von Gleichungssystemen bietet die Webseite von Geogebra eine sehr
schone Moglichkeit. Die Grundlagen zu den Matrizen werden wir in nachfolgenden Kapiteln
nutzen und weiter vertiefen konnen.

1. Zeigen Sie, dass die Transformation der Berechnungsvorschrift fiir das Kreuzprodukt
(in einem rechtshéndigen Koordinatensystem) in eine Matrix-Vektor-Multiplikation zu
dem gleichen Ergebnis fiihrt:

2 3 2 3
0 —v3 V2 w1

WXﬁ:M\,WZ4 V3 0 7’015-411)25
—V2 (% 0 w3

2. Zeigen Sie, dass (AB) 1 =B 1A 1 gilt.
3. Addieren, Subtrahieren und Multiplizieren Sie die beiden folgenden Matrizen

2 3 2 3
4 5 0 -2 6 -7

A=4 -2 1 45 B=4 0o -1 35
-1 8 1 -1 3 6

4. Berechnen Sie die Determinanten der Matrizen A und B aus Aufgabe 3.

5. Wenden Sie das Gaufssche Eliminationsverfahren auf das folgende Gleichungssystem an:

04+4y — 2z = 2
dr+9y—3z = 8
—2x—-3y+7z = 10

Hinweis: Die Reihenfolge der Zeilen muss nicht verdndert werden.

6. Warum haben orthogonale Matrizen bei der Inversenbildung eine besondere Stellung?
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