
9. Grundlegender Umgang mit

Matrizen

Vektoren und Matrizen gehören thematisch zur Linearen Algebra und zum Handwerkszeug
eines Computergra�kers. Im Zentrum stehen dabei zwei Operationen, die mit Vektoren aus-
geführt werden (siehe Kapitel 4): Addition von Vektoren −→v und −→w zu −→v + −→w sowie die
Multiplikationen von Vektoren mit Zahlen a und b zu a−→v und b−→w . Die Kombination der
Operationen ergibt die sogenannte Linearkombination a−→v + b−→w .

Matrizen werden uns die Arbeit erleichtern, zentrale Aufgabenstellungen der Linearen Alge-
bra, wie z. B. das Lösen von Gleichungssystemen oder die Transformationen zwischen Koor-
dinatensystemen zu realisieren.
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9. Grundlegender Umgang mit Matrizen

9.1. Nützliche Javabibliotheken

Es gibt eine Reihe von sehr fortgeschrittenen Matrix-Bibliotheken in Java. Da sind sicher-
lich JAMA1 , la4j2 und EJML3 zu nennen. Um sich einen Überblick zu den Performance-
Unterschieden der Bibliotheken zu verscha�en, liefert JMatBench 4 (Java Matrix Benchmark)
interessante Testergebnisse für unterschiedliche Plattformen.

Die implementierten Matrix-Methoden und die besseren Ergebnisse im Vergleich zu den
alternativ vorhandenen Bibliotheken sprechen momentan für EJML. Es werden dazu ein-
fach die vorhandenen jar-Dateien als Bibliotheken eingebunden. Zu den in diesem Kapitel
vorgestellten Matrix-Operationen werden bei Bedarf Beispielprogramme gezeigt.

9.2. Matrixdarstellung und einfache Op erationen

Für die Bezeichnung von Matrizen werden wir Groÿbuchstaben A, B, . . . verwenden. Eine
Matrix A ist dabei immer eine rechteckige Darstellung von Zahlen in eckigen Klammern.
Hier haben wir bspw. die Matrix A mit vier Einträgen:

A =

�
a11 a12
a21 a22

�

Die Indizes der Matrixinhalte aij entsprechen der Position in der Matrix. Dabei liefert i die
Zeile und j die entsprechende Spalte. Wir sehen hier einen grundlegenden Unterschied zu
den Koordinatenpositionen, wie wir sie bspw. von Pixeln kennen (siehe z. B. Abschn. 4.1).
Dort wird zuerst x, also die Spalte, und dann die Zeile y angegeben.

Wenn wir die Ausmaÿe der Matrix, also die Gestalt bzw. Dimension, konkret angeben wollen,
dann bezeichnen wir sie als m× n-Matrix mit m Zeilen und n Spalten. Unsere Matrix A ist
demnach eine 2× 2-Matrix. Manchmal notieren wir eine Matrix auch so:

A = [aij ]

Diese Notation hat den Vorteil, dass wir Operationen direkt über die Matrixelemente be-
schreiben können. Davon werden wir später noch Gebrauch machen.

Zur Darstellung von Matrizen können wir aus EMJL die Klasse SimpleMatrix verwenden,
die Elemente mit 64-Bit-Floats speichert. Mit literaler Erzeugung (siehe z. B. [63]) können
wir beispielsweise die Matrix A erstellen:

double [][] a = {{a11, a12}, {a21, a22}};
SimpleMatrix A = new SimpleMatrix(a);

Beide Zeilen zusammengefasst führt zu folgendem Ausdruck:

SimpleMatrix A = new SimpleMatrix( new double [][] {{a11, a12}, {a21, a22}});

1 http://math.nist.gov/javanumerics/jama/
2 http://la4j.org/
3 http://ejml.org
4 http://lessthanoptimal.github.io/Java-Matrix-Benchmark/
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9.2. Matrixdarstellung und einfache Op erationen

Abbildung 9.1.: Wir müssen uns nur klar machen, wo sich die Spiegelachse b e�ndet. Dann ist Transp onieren
sehr einfach. Aus der ersten Spalte wird die erste Zeile und umgekehrt. Links sehen wir einen Vektor, der
transp oniert wird, und rechts eine Matrix.

Die Methode toString , die zu allen Klassen gehört, wurde hier in der Klasse Simple-
Matrix überschrieben, so dass der folgende Aufruf als Ausgabe in der Kommandozeile den
Inhalt der Matrix wiedergibt:

System.out.println(A);

Das werden wir schon in den nächsten Beispielen sehen. Die API zu EMJL �nden wir als
JavaDoc ebenfalls auf der Webseite5 .

9.2.1. Transp onierte Vek toren und Matrizen

Wir können Vektoren transponieren, also einfach die Zeilen zu Spalten machen oder umge-
kehrt (siehe Abschn. 4.1). Bei Matrizen geht das ebenfalls sehr intuitiv:

MT =

�
1 2 3
0 0 4

� T

=

2

4
1 0
2 0
3 4

3

5

In Abb. 9.1 sehen wir die entsprechende Spiegelachse, die beim Transponieren Verwendung
�ndet. Damit ist auch klar, dass bei zweimaliger Anwendung der Transposition das Original
wieder entsteht, also (MT )T =M ist. Schauen wir uns das letzte Beispiel noch einmal an:

SimpleMatrix A = new SimpleMatrix( new double [][] {{1, 2, 3}, {0, 0, 4}});
System.out.println(A);
A = A.transpose();
System.out.println(A);
A = A.transpose();
System.out.println(A);

Die Methode transpose übernimmt das Vertauschen von Zeilen und Spalten.

5 http://ejml.org/javadoc/
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9. Grundlegender Umgang mit Matrizen

Aus einer 2 × 3-Matrix mit zwei Zeilen und drei Spalten erhalten wir durch Transponieren
eine 3 × 2-Matrix mit drei Zeilen à zwei Spalten. Ein weiteres Transponieren führt wieder
zur ursprünglichen Matrix A:

Type = dense real , numRows = 2 , numCols = 3
1,000 2,000 3,000
0,000 0,000 4,000

Type = dense real , numRows = 3 , numCols = 2
1,000 0,000
2,000 0,000
3,000 4,000

Type = dense real , numRows = 2 , numCols = 3
1,000 2,000 3,000
0,000 0,000 4,000

Die Abarbeitung erfolgt wie bereits besprochen.

9.2.2. Addition und Subtraktion

Matrizen lassen sich analog zu Vektoren sehr einfach addieren und subtrahieren (siehe Ab-
schn. 4.1.1). Wenn wir zwei Matrizen A und B addieren bzw. subtrahieren wollen, dann
�ndet das wieder komponentenweise statt:

A±B = C = [cik ] , mit cik = aik ± bik

Dazu müssen die Matrizen selbstverständlich die gleiche Gestalt aufweisen, also die gleiche
Anzahl von Zeilen und Spalten enthalten. Wir können das auch kompakt ohne die Verwen-
dung von C beschreiben mit A±B = [aik ± bik ].

Schauen wir uns ein konkretes Beispiel mit zwei 3× 2-Matrizen an:

2

4
1 −1
4 0
−2 3

3

5 +

2

4
2 0
−1 −2
1 0

3

5 =

2

4
3 −1
3 −2
−1 3

3

5

Der erste Matrixeintrag im Ergebnis ergibt sich aus 1 + 2 = 3. Das gleiche Zahlenbeispiel
wollen wir jetzt in Java umsetzen:

SimpleMatrix A = new SimpleMatrix( new double [][] {{ 1,-1}, { 4, 0}, {-2, 3}});
SimpleMatrix B = new SimpleMatrix( new double [][] {{ 2, 0}, {-1,-2}, { 1, 0}});
System.out.println(A.plus(B));

Als Ausgabe erhalten wir wie erwartet:

Type = dense real , numRows = 3 , numCols = 2
3,000 -1,000
3,000 -2,000

-1,000 3,000

Das Ergebnis können wir jetzt mit dem vorangegangenen Zahlenbeispiel vergleichen. Der
�Type=dense real� steht übrigens für die bereits zu Beginn des Abschnitts erläuterten 64-
Bit-Float.
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9.3. Multiplikation von Matrizen

9.2.3. Multiplikation mit Skalaren

Matrizen lassen sich auch analog zu Vektoren mit Skalaren, also reellen Zahlen, multiplizieren
(siehe Abschn. 4.1):

kA = k [aik ] = [k · aik ] , mit k ∈ R

Jedes Matrixelement wird mit dem Skalar entsprechend multipliziert. Auch hierzu ein kleines
Beispiel:

2 ·

2

4
1 0
1 2
3 0

3

5 =

2

4
2 · 1 2 · 0
2 · 1 2 · 2
2 · 3 2 · 0

3

5 =

2

4
2 0
2 4
6 0

3

5

Durch die Multiplikation der Matrix mit 2 wurden alle Komponenten der Matrix verdoppelt.
In Java können wir für die Multiplikation mit einem Skalar die Methode scale nutzen:

SimpleMatrix A = new SimpleMatrix( new double [][] {{1, 0}, {1, 2}, {3, 0}});
System.out.println(A.scale(2));

Als Ausgabe erhalten wir das erwartete Ergebnis:

Type = dense real , numRows = 3 , numCols = 2
2,000 0,000
2,000 4,000
6,000 0,000

Jetzt sind wir gut vorbereitet, um mit der Multiplikation von Matrizen zu beginnen.

9.3. Multiplikation von Matrizen

Bevor wir damit beginnen, Matrizen zu multiplizieren, schauen wir uns einen einfacheren
Fall an. Zunächst werden wir eine Matrix M mit einem Vektor −→x multiplizieren:

n Spalten

M−→x =

z }| {2

6664

m11 m12 . . . m1n
m21 m22 . . . m2n

...
...

. . .
...

mm 1 mm 2 . . . mmn

3

7775
·

2

6664

x1
x2
...

xn

3

7775

9
>>>=

>>>;
nZeilen

Multiplikation der FormM−→x = −→y werden auch oft als lineare Transformation des Vektors −→x
in−→y bezeichnet. Zwei wichtige Bedingungen sehen wir bereits durch die vorgegebenen Indizes
und die Reihenfolge. Die Matrix M steht links und hat n Spalten mit jeweils m Zeilen. Der
Vektor −→x steht rechts und hat n Zeilen. Um eine Matrix-Vektor-Multiplikation auszuführen,
müssen genauso viele Zeilen im Vektor vorhanden sein wie Spalten in der Matrix.

Es gibt jetzt zwei Möglichkeiten, um die Multiplikation zu bewerkstelligen. Beide helfen, die
Zusammenhänge besser zu verstehen.
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9. Grundlegender Umgang mit Matrizen

Abbildung 9.2.: Links: Eine symmetrische Matrix M mit jeweils n Zeilen und n Spalten kann mit einem
n -dimensionalen Vektor mul tipl iziert werden und ergibt wieder einen n -dimensionalen Vektor. Mitte: Wenn
wir allerdings eine Matrix M mit n Spalten und m Zeilen mi t einem Vektor multi pl izieren wollen, muss dieser
auch die Dimension n aufweisen, also die Anzahl der Matrixspalten. W ir sehen, dass der Ergebnisvektor dann
die Dimension m aufweist. Rechts: Ein kleiner Ausblick: Wenn wir Matrizen mul tipl izieren werden, lässt s ich
das intuitiv fortsetzen. Wird eine Matrix M der Dimension m � n mit einer Matrix N der Dimension n � o
multiplizi ert, erhalten wir eine Matrix O der Dimension m � o.

9.3.1. Zeilenweises Multiplizieren

Bei der zeilenweisen Multiplikation werden wir die vorhandenen Zeilen der Matrix als Spal-
tenvektoren au�assen und jeweils mit dem Vektor −→x multiplizieren:

M−→x =

2

6664

(Zeile 1) • −→x
(Zeile 2) • −→x

...
(Zeilem) • −→x

3

7775
=

2

6664

(m11, m12, . . . , m1n ) • −→x
(m21, m22, . . . , m2n ) • −→x

...
...

. . .
...

(mm 1, mm 2, . . . , mmn ) • −→x

3

7775

Obwohl hier die Vektoren zeilenweise stehen (Zeile 1), handelt es sich um Spaltenvektoren
in Zeilenschreibweise (siehe Abschn. 4.1). Für die Multiplikation werden wir pro Zeile das
Skalarprodukt • anwenden (siehe Abschn. 4.1.4). Schauen wir uns kurz ein konkretes Zah-
lenbeispiel an:

�
−2 0
1 3

�
·
�

1
2

�
=

2

664
(−2, 0) •

�
1
2

�

(1, 3) •
�

1
2

�

3

775 =

�
(−2) · 1 + 0 · 2

1 · 1 + 3 · 2

�
=

�
−2
7

�

Jetzt sehen wir auch, welche Gestalt das Ergebnis hat (siehe linkes Beispiel in Abb. 9.2).
Wenn wir eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit einer symmetrischen Matrix M und ei-
nem Vektor −→x ausführen, erhalten wir als Ergebnisvektor

−→
b wieder einen Vektor mit der

Dimension von −→x .
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9.3. Multiplikation von Matrizen

9.3.2. Spaltenweises Multiplizieren

Wenn wir die spaltenweise Multiplikation durchführen, ergibt sich für die einzelnen Vektor-
komponenten folgende Rechnung:

M−→x = x1 · (Spalte 1) + x2 · (Spalte 2) + . . .+ xn · (Spalten)
= x1 · (m11,m21, . . . ,mm 1) + x2 · (m12,m22, . . . ,mm 2) + . . .

+xn · (m1n ,m2n , . . . ,mmn )

Auch hier nutzen wir für die bessere Darstellung Spaltenvektoren in Zeilenschreibweise. Jetzt
wollen wir das gleiche Zahlenbeispiel verwenden wie bei der zeilenweisen Multiplikation:

�
−2 0
1 3

�
·
�

1
2

�
= 1 ·

�
−2
1

�
+ 2 ·

�
0
3

�
=

�
−2
1

�
+

�
0
6

�
=

�
−2
7

�

Die Ergebnisse sind wie erwartet identisch. Mit der Methode mult aus der Klasse Simple-
Matrix können wir zwei Matrizen multiplizieren:

SimpleMatrix A = new SimpleMatrix( new double [][] {{-2, 0}, {1, 3}});
SimpleMatrix B = new SimpleMatrix( new double [][] {{1}, {2}});
System.out.println(A.mult(B));

In Java können wir das gleich mal veri�zieren:

Type = dense real , numRows = 2 , numCols = 1
-2,000

7,000

Auch hier erhalten wir (−2, 7) als Ergebnisvektor.

9.3.3. Vektoren-Kreuzpro dukt als Matrixausdruck

Da die Verarbeitung einer GPU darauf spezialisiert ist Matrizen mit Vektoren zu multiplizie-
ren, lohnt es sich, Matrizendarstellungen für spezielle vektortypische Operationen zu �nden.
Wir erinnern uns noch an das Kreuzprodukt von zwei Vektoren für ein rechtshändiges Ko-
ordinatensystem (siehe Abschn. 4.1.6). Als Ergebnis erhalten wir einen Vektor der senkrecht
zu den beiden steht:

−→v ×−→w =

2

4
v2w3 − v3w2
v3w1 − v1w3
v1w2 − v2w1

3

5

Jetzt sollte klar sein, dass wir daraus eine Matrix-Vektor-Multiplikation konstruieren können,
die das gleiche Ergebnis liefert:

−→v ×−→w =Mv
−→w =

2

4
0 −v3 v2
v3 0 −v1
−v2 v1 0

3

5 ·

2

4
w1
w2
w3

3

5

Das zu überprüfen ist einfach und wird eine der Übungsaufgaben sein.
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9. Grundlegender Umgang mit Matrizen

Abbildung 9.3.: Um zwei Matrizen A und B zu multiplizieren, müssen wir die zweite Matrix lediglich al s
Aneinanderreihung von Spaltenvektoren au�assen. Dann l as sen sich die Spalten der Ergebnismatrix durch
eine der b eiden vorgestellten Matrix-Vektor-Multiplikationen realisieren.

9.3.4. Erweiterung auf Matrix-Matrix-Multiplikation

Wir können unser Wissen zur Matrix-Vektor-Multiplikation jetzt problemlos erweitern, um
Matrizen zu multiplizieren. Nehmen wir uns als Beispielmultiplikation die folgenden beiden
Matrizen:

AB =

2

4
1 0 0
−2 1 0
0 0 1

3

5 ·

2

4
2 4 −2
4 9 −3
−2 −3 −7

3

5

Interessanterweise müssen wir die zweite Matrix B nur als Au�istung von Spaltenvektoren
verstehen und diese einzeln via Matrix-Vektor-Multiplikation berechnen und anschlieÿend
in der gleichen Reihenfolge als Matrix wieder zusammenfügen. Schauen wir uns dazu das
Beispiel in Abb. 9.3 an. Wenn wir die Matrix-Matrix-Multiplikation AB = C für die Matrizen
A und B formal beschreiben wollen, dann berechnen wir für alle Einträge:

C = [cij ] =

"
nX

k=1

aik bkj

#

Dabei entspricht n der Anzahl der Spalten in A und der Anzahl der Zeilen in B. Die Matrix
C hat folglich genauso viele Zeilen wie A und Spalten wie B.

9.3.5. Falksches Schema

Eine interessante und auch sehr gängige Methode, Matrizen zu multiplizieren, steckt in der
geschickten Anordnung dieser. Oft wird sie auch als Falksches Schema bezeichnet (siehe Abb.
9.4) [165]. Die Matrizen werden räumlich so angeordnet, dass es einfacher ist, die Ergebnis-
matrix zu erstellen. Dabei wird das Skalarprodukt der ersten Zeile aus A mit der ersten
Spalte aus B berechnet usw. Dadurch sehen wir auch sehr leicht, dass das Skalarprodukt
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9.3. Multiplikation von Matrizen

Abbildung 9.4.: Wenn wir die erste Matrix links vom Ergebnis und die zweite darüb er platzieren, sehen wir
schon sehr leicht, welche Gestalt das Ergebnis hab en muss . Wir sehen auch den Zusammenhang der ersten
Zeile der linken mit der ersten Spalte der ob eren Matrix: Beide liefern zusammen einfach das Skalarpro dukt.
Eine Zeil e und eine Spal te liefern also eine Zahl. Wenn wir also eine Matrix M mit n Zeilen mi t m Spalten
mit einer Matrix N mit n Zeilen und o Spalten multiplizieren, entscheidet das b ereits üb er die Gestalt der
Ergebnismatrix. Wir erhalten eine Matrix O der Dimension m � o.

von Vektoren mit −→v • −→w nichts anderes als die Matrixmultiplikation −→v T · −→w darstellt und
einen Skalar liefert. Für −→v ·−→w T sehen wir dann auch schnell, dass wir eine m×n-Matrix er-
halten, wenn n der Dimension von −→v und m der Dimension von −→w entspricht. Der komplette
Sachverhalt wird noch einmal in Abbildung 9.5 visuell dargestellt.

Vektoren sind n×1-Matrizen, obwohl wir sie im weiteren Verlauf trotzdem weiterhin speziell
notieren wollen. Wir müssen ab sofort die Skalarmultiplikation nicht mehr als besondere
Multiplikation von Vektoren darstellen, sondern fügen die Operation in unser Wissen um
Matrizen ein und transponieren den ersten Vektor einfach.

Interessant wird das Schema auch, wenn wir mehrere Matrixmultiplikationen hintereinander
ausführen wollen, so z. B. für ABCD−→x = −→y . Wir notieren dazu die Multiplikationen begin-
nend von rechts und liefern das Ergebnis für die nachfolgende Multiplikation nach unten.

9.3.6. Identitätsmatrix

Bei einer Multiplikation ist immer auch das neutrale Element interessant. Die folgendem×m-
Matrix I entspricht genau diesem neutralen Element der Matrix-Vektor-Multiplikation:

IM =

2

6664

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

3

7775
·

2

6664

m11 m12 . . . m1n
m21 m22 . . . m2n

...
...

. . .
...

mm 1 mm 2 . . . mmn

3

7775
=M

Das lässt sich auch leicht nachprüfen. Wenn I bspw. die Dimension n×n aufweist, schreiben
wir auch manchmal In . Wir bezeichnen n×n-Matrizen, deren Spaltenanzahl der Zeilenanzahl
entspricht, auch als quadratische Matrizen, da die Rechteckform einem Quadrat entspricht.
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9. Grundlegender Umgang mit Matrizen

Abbildung 9.5.: Dieses Beispiel soll anschaul ich zeigen, dass die sp ezielle Op eration des Skalarpro dukts ei-
gentlich nichts anderes al s eine normale Matrixmultiplikation ist. Im ob eren Teil sehen wir die Ei ngab en
und das Ergebnis des Skalarpro dukts von �! v � �! w - einen Skalar k . Verabschieden wir uns von Vektoren und
verstehen diese als Matrizen. Zwei Spaltenvektoren können wir nicht einfach multiplizieren, das verhindert
die Regel um die Dimension der Spalten in der ersten �Matri x� �! v und Zeilen in der zweiten �Matrix� �! w , die
identisch sein müssen. Es bleib en uns also nur zwei Möglichkeiten: Entweder legen wir den zweiten Vektor
�! w auf die Seite, dann erzeugen wir ab er eine n � n -Matrix. Diese Op erati on wird auch äuÿeres Pro dukt ge-
nannt. Oder wir legen den ersten Vektor auf die Seite, dann liefert die Matrixmultiplikation ei nen Skalarwert.
Interessanterweise ist der Weg zu diesem Wert k identisch mit der Vorschrift zum Skalarpro dukt.

9.3.7. Üb ersicht zu Gesetzmäÿigkeiten

Folgende kleine Übersicht zu den wichtigsten Gesetzmäÿigkeiten mit den Matrizen A, B und
C und den Skalaren c, d, k, p und q, jeweils aus R, unterstützt bei der Berechnung von
Ausdrücken mit Matrizen:

A+B = B +A Kommutativgesetz
kA = Ak Kommutativgesetz

(c+ d)A = cA+ dA Distributivgesetz
c(A+B) = cA+ cB Distributivgesetz

A+ (B + C) = (A+B) + C Assoziativgesetz
AB 6= BA Multiplikation ist nicht komm.

C · (A+B) = CA+ CB linksseitigeDistributivität
(A+B) · C = AC +BC rechtsseitigeDistributivität

A(BC) = (AB)C Assoziativgesetz
(Ap)(Aq) = Ap+ q

(Ap)q = Ap�q

Hier steht Ap für p Multiplikationen von A:

Ap = A ·A . . . ·A| {z }
p

Als eine wichtige Eigenschaft sollte immer klar sein: Die Matrizenmultiplikation ist in der
Regel nicht kommutativ.
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9.4. Lineare Gleichungssysteme

Wenn wir das Transponieren ebenfalls in die Betrachtungen mit einbeziehen (siehe Abschn.
9.2.1), gelten neben dem bekannten Sachverhalt (AT )T = A u. a. noch folgende Dinge:

(A+B)T = AT +BT

(c ·A)T = c ·AT

(A ·B)T = BT ·AT

(A� 1)T = (AT )� 1

Diese Rechenregeln könnten wir nutzen, um bspw. einen Ausdruck geschickt umzustellen.
Beim folgenden Term würden wir aufgrund der Klammerung zunächst A−→x berechnen:

(A−→x )T−→y = −→x TAT−→y = −→x T (AT−→y )

Nach Anwendung der Rechenregeln, also Umstellung der Formel, sind wir jetzt in der Lage,
zuerst den rechten Teil AT−→y zu berechnen und den Ergebnisvektor anschlieÿend mit −→x zu
multiplizieren.

9.4. Lineare Gleichungssysteme

Eine zentrale Problemstellung der Linearen Algebra ist die Lösung von Linearen Gleichungs-
systemen. Dafür gibt es eine Reihe von Darstellungsmöglichkeiten und Lösungswegen [66].

9.4.1. Zeilenbild, Spaltenbild und Matrize ngle ichung

Wenn wir bspw. zwei unbekannte Variablen x und y haben, benötigen wir zwei Gleichungen,
um eine Lösung zu �nden:

x+ y = 2
2x− y = 1

Eine Lösung für diese Gleichungssysteme zu �nden, falls es überhaupt eine gibt, werden wir
in den folgenden Abschnitten vorstellen. Hier wollen wir durch Einsetzen erstmal prüfen,
dass die Lösung x = 1 und y = 1 beide Gleichungen erfüllt und es damit eine Lösung gibt:

1 + 1 = 2
2 · 1− 1 = 1

Die beiden Gleichungen als Zeilen geschrieben ergeben ein Lineares Gleichungssystem im
Zeilenbild. Die zwei Gleichungen sind auch als zweidimensionale Geraden im Raum inter-
pretierbar und die Lösung ist dann der Schnittpunkt dieser beiden Geraden (siehe Abb. 9.6
links).
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9. Grundlegender Umgang mit Matrizen

Abbildung 9.6.: Links: Die b eiden Gleichungen 2x � y = 1 und x + y = 2 sind als Geraden zu sehen mit dem
Schnittpunkt L (1; 1) . Alternativ können wir hier auch die Vektoren des Spaltenbildes sehen. Nur wenn x = 1
und y = 1 in das Spaltenbild eingetragen wird, l iefert die Summe aus (1; 2) und (1; � 1) das Ergebnis (2; 1) .
Rechts: Hier sehen wir zwei singuläre Gleichungssysteme. Die Gleichungen x + y = 2 und 3x + 3 y = 2 liegen
parallel und hab en daher keinen Schnittpunkt, also keine Lösung. Die Gleichungen x + y = 2 und 3x +3 y = 6
sind deckungsgleich und hab en damit unendlich viele Schni ttpunkte, also keine eindeutige Lösung.

Wir können das Gleichungssystem alternativ auch als Spaltenbild angeben:

x

�
1
2

�
+ y

�
1
−1

�
=

�
2
1

�

Weiterhin lässt sich das Lineare Gleichungssystem auch als Matrizengleichung der Form
Ax = b darstellen:

�
1 1
2 −1

� �
x
y

�
=

�
2
1

�

Wir stellen fest: Zeilenbild, Spaltenbild und Matrizengleichung sind äquivalente Möglichkei-
ten, Gleichungssysteme anzugeben.

9.4.2. Lösung eines Linearen Gleichungssystems

Es gibt verschiedene Ansätze, diese Gleichungssysteme zu lösen. Ein sehr verbreitetes ist
das Gauÿsche Eliminationsverfahren [66]. Dabei wird durch geschicktes Umformen ein Drei-
eckssystem erzeugt. Dieses kann dann durch Rücksubstitution, also das Einsetzen von unten
nach oben, gelöst werden.

Ziel ist es, die Zeilen

x+ y = 2
2x− y = 1

derart umzustellen, dass wir zunächst eine der beiden Unbekannten ermitteln können und
daraus die Lösung für die zweite erhalten.
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9.4. Lineare Gleichungssysteme

Um x aus der zweiten Zeile zu eliminieren, subtrahieren wir ein Vielfaches der ersten von
der zweiten Gleichung. In diesem Fall ist das Zweifache sicherlich naheliegend.

Damit fällt der x-Term weg und wir erhalten eine direkt lösbare Aufgabe:

x+ y = 2
y = 1

Als Lösung erhalten wir in der unteren Zeile y = 1. Dieses in die obere Zeile eingesetzt
führt zu x = 1. Ein Gleichungssystem mit genau einer Lösung nennen wir ein reguläres oder
nicht-singuläres Gleichungssystem.

9.4.3. Eliminationsverfahren - Echtes Versagen

Das Verfahren funktioniert allerdings nicht immer. Nicht alle Gleichungen lassen sich über-
haupt oder eindeutig lösen (siehe Abb. 9.6 rechts). Schauen wir uns dazu zwei Beispiele für
echtes Versagen an:

x+ y = 2 ⇒ x+ y = 2
3x+ 3y = 3 0y = −3

Die untere Gleichung mit 0y = −3 zeigt uns, dass es in diesem Fall keine Lösung geben kann.
Auch das zweite Beispiel scheitert:

x+ y = 2 ⇒ x+ y = 2
3x+ 3y = 6 0y = 0

In diesem Beispiel versagt das Verfahren, da es unendlich viele Lösungen für y gibt. Der
Parameter y ist frei wählbar. Wir nennen Gleichungssysteme, die keine oder unendlich viele
Lösungen haben, auch singuläre Gleichungssysteme.

9.4.4. Eliminationsverfahren - Vorüb ergehendes Versagen

Nehmen wir als Beispiel die Reihenfolge der folgenden zwei Gleichungen:

0x+ y = 2 ⇒ 3x+ 3y = 3
3x+ 3y = 3 y = 2

Beim vorübergehenden Versagen können wir durch einfaches Vertauschen der Zeilen doch
noch eine Lösung erzeugen. Ziel ist es ja, eine Dreiecksform zu erhalten. Wir erhalten durch
Einsetzen von y = 2 in die erste Gleichung die Lösung x = −1.

9.4.5. Rang einer Matrix

Die maximale Anzahl linear unabhängiger Spalten- bzw. Zeilenvektoren einer Matrix A wird
als Rang der Matrix bezeichnet und mit rang(A) angegeben. Nach dem Gauÿschen Elimina-
tionsverfahren erhalten wir eine sogenannte Zeilenstufenform, bei der von oben nach unten
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9. Grundlegender Umgang mit Matrizen

pro Zeile eine Unbekannte entfernt wurde. Der Rang einer Matrix A entspricht nun der
Anzahl der Zeilen, die ein Element ungleich Null enthalten.

9.5. Matrizen invertieren

Mit Matrizen können wir Vektoren transformieren, das haben wir bereits gesehen. Manchmal
ist es aber auch notwendig, die Vektoren wieder in den Ursprungszustand zu bringen. Wir
suchen also eine Art Umkehrmatrix.

9.5.1. Inverse Matrix

Angenommen, wir haben eine quadratische Matrix M der Dimension n × n und wollen
eine Matrix M � 1 �nden, so dass MM � 1 = In . Wir bezeichnen M � 1 auch als Inverse bzw.
Kehrmatrix vonM . Mit einer inversen Matrix können wir Gleichungen lösen, wie z. B.MV =
W , wobei V unbekannt ist. Schön wäre es also, die Gleichung entsprechend umzustellen.
Wenn wir beide Seiten mit M � 1 multiplizieren, erhalten wir:

V =M � 1W

Wenn die Matrix M orthogonal ist, gilt jetzt sogar M � 1 = MT . Diese Eigenschaft ist sehr
nützlich und wird uns später im Tangentialraum die Arbeit erleichtern.

9.5.2. Reguläre und singuläre Matrizen

Matrizen, für die wir eine inverse Matrix angeben können, nennen wir reguläre Matrizen.
Nun gilt aber leider, dass nicht jede Matrix auch invertierbar ist. Schauen wir uns eine solche
Matrix A an:

A ·B =

�
1 2
0 0

�
·
�
b11 b12
b21 b22

�
=

�
b11 + 2b21 b12 + 2b22

0 0

�
6= I

Wir �nden keine Matrix B, die als Resultat die Identitätsmatrix liefern kann. Solche nicht
invertierbaren Matrizen werden auch als singuläre Matrizen bezeichnet. Ob eine Matrix
invertierbar ist, kann mit der Determinante bestimmt werden.

9.5.3. Determinante einer 2× 2-Matrix

Um die Determinante einer 2× 2-Matrix zu bestimmen, rechnen wir:

det

�
a b
c d

�
=

����
a b
c d

���� = ad− bc

Wir können über die Funktion det oder die geraden Senkrechten ausdrücken, dass wir damit
die Determinante berechnen wollen. Generell gilt: Ist die Determinante einer Matrix gleich
Null, dann ist sie singulär.
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9.5. Matrizen invertieren

Abbildung 9.7.: Links: Für die Anwendung der Regel von Sarrus erweitern wir zunächst die Matrix no chmal
um die erste und zweite Spalte. Dann b eginnen wir von li nks die drei vollständigen Diagonalen additiv
einzusammeln und von rechts die eb enfalls vollständigen Diagonalen negiert einzusammeln. Rechts: Die
geometrische Bedeutung der Determinante einer 2 � 2-Matrix ents pricht gerade der aufspannenden Fläche.
Analog verhält es sich mit einer Dimension mehr, hier entspricht sie dem Volumen.

In Java erhalten wir die Determinante über die Methode determinant:

SimpleMatrix A = new SimpleMatrix( new double [][] {{-2,1},{0,4}});
System.out.println(A.determinant());

Jetzt lassen wir die Determinante durch die Ausführung ermitteln:

-8.0

Das Ergebnis ist richtig, denn es gilt:

det

�
−2 1
0 4

�
= (−2) · 4− 1 · 0 = −8

Sich parallel zu den theoretischen Überlegungen eine praktische Toolbox zu entwickeln, hilft
Beispiele nachzurechnen und neue Aufgaben lösen zu können.

9.5.4. Determinante einer 3× 3-Matrix

Die Determinante einer 3× 3-Matrix lässt sich bspw. über die Regel von Sarrus (siehe Abb.
9.7 links) bestimmen:

det

2

4
m11 m12 m13
m21 m22 m23
m31 m32 m33

3

5 = m11m22m33 +m12m23m31 +m13m21m32
−m13m22m31 −m11m23m32 −m12m21m33

Sie stellt allerdings einen Spezialfall der Leibniz-Formel dar, mit der sich Determinanten für
allgemeine, quadratische Matrizen angeben lassen [31]. Da wir uns hauptsächlich in einem
3D-Raum aufhalten, soll das an dieser Stelle erst einmal genügen.
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9. Grundlegender Umgang mit Matrizen

9.5.5. Geome trische Bedeutung der Determinante

Wenn wir die Determinante einer 2× 2-Matrix

M =

�
m11 m12
m21 m22

�

bestimmen, berechnen wir den Flächeninhalt eines Parallelogramms, bestehend aus den bei-
den Achsen (m11, m12) und (m21, m22) (siehe Abb. 9.7 rechts). Entsprechend ergibt die
Determinante einer 3× 3-Matrix M das Volumen eines Parallelpipeds.

9.5.6. Matrizen direkt invertieren

Wir halten noch einmal fest: Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinan-
te ungleich Null ist. Es gibt verschiedene Verfahren, um inverse Matrizen zu berechnen. Wir
konzentrieren uns auf konkrete Formeln, die für die Computergra�k und Spieleentwicklung
relevant sind.

Inverse einer 2× 2-Matrix

Die Inverse M � 1 einer regulären 2× 2-Matrix M ist gegeben durch [60]:

M � 1 =
1

detM
·
�

m22 −m12
−m21 m11

�

Hier wird der Kehrwert der Determinanten zur Normierung verwendet.

Inverse einer 3× 3-Matrix

Etwas aufwändiger lässt sich die Inverse für eine 3× 3-Matrix M wie folgt konstruieren [60]:

M � 1 =
1

detM
·

2

4
m22m33 −m23m32 m13m32 −m12m33 m12m23 −m13m22
m23m31 −m21m33 m11m33 −m13m31 m13m21 −m11m23
m21m32 −m22m31 m12m31 −m11m32 m11m22 −m12m21

3

5

Damit sind wir für die 3D-Welt gut gerüstet und können uns im nächsten Kapitel mit
Transformationen zwischen Räumen beschäftigen.

9.6. Zusammenfass ung und Ausblick

Spätestens jetzt ist klar, Vektoren sind auch nur Matrizen. Das macht uns das Leben so-
gar einfacher, wie wir an der Skalarmultiplikation gesehen haben. Jetzt benötigen wir diese
spezielle Operation nicht mehr, da es sich auch nur um eine normale Matrizenmultiplika-
tion handelt. Auch eine spezielle Operation wie das Kreuzprodukt können wir durch eine
Matrix-Vektor-Multiplikation darstellen. Das ist nützlich, da moderne GPUs auf diese Art
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der Verarbeitung spezialisiert sind. Weiterhin haben wir grundsätzliche Operationen theo-
retisch kennengelernt und mit praktischen Programmbeispielen nachvollzogen. Der Vorteil
von Linearen Gleichungssystemen als Darstellung sehr unterschiedlicher Problemstellungen
gibt uns mit den vorhandenen Lösungsmethoden nützliche Werkzeuge in die Hand.

Hier sei noch einmal ausdrücklich auf die Literatur von Gilbert Strang verwiesen [66], der
nicht nur ein Experte auf dem Gebiet der Linearen Algebra ist. Vielmehr seine didaktische
Herangehensweise für die teilweise sehr komplexe Thematik ist gerade für Einsteiger geeignet.
Für die Visualisierung von Gleichungssystemen bietet die Webseite von Geogebra6 eine sehr
schöne Möglichkeit. Die Grundlagen zu den Matrizen werden wir in nachfolgenden Kapiteln
nutzen und weiter vertiefen können.

9.7. Übungsaufgab en

1. Zeigen Sie, dass die Transformation der Berechnungsvorschrift für das Kreuzprodukt
(in einem rechtshändigen Koordinatensystem) in eine Matrix-Vektor-Multiplikation zu
dem gleichen Ergebnis führt:

−→v ×−→w =Mv
−→w =

2

4
0 −v3 v2
v3 0 −v1
−v2 v1 0

3

5 ·

2

4
w1
w2
w3

3

5

2. Zeigen Sie, dass (AB)� 1 = B� 1A� 1 gilt.

3. Addieren, Subtrahieren und Multiplizieren Sie die beiden folgenden Matrizen

A =

2

4
4 5 0
−2 1 4
−1 8 1

3

5 B =

2

4
−2 6 −7
0 −1 3
−1 3 6

3

5

4. Berechnen Sie die Determinanten der Matrizen A und B aus Aufgabe 3.

5. Wenden Sie das Gauÿsche Eliminationsverfahren auf das folgende Gleichungssystem an:

2x+ 4y − 2z = 2
4x+ 9y − 3z = 8
−2x− 3y + 7z = 10

Hinweis: Die Reihenfolge der Zeilen muss nicht verändert werden.

6. Warum haben orthogonale Matrizen bei der Inversenbildung eine besondere Stellung?

6 https://www.geogebra.org/m/pfuyy2fr
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